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Narisao M. KATVURIĆ. 


Još u septembru g. 1891. za moga putovanja u Crnu Goru, da 
doznam, koje se vrste slatkovodnih riba nahode u tim vodama!, 
nijesam uspio saznati, koja vrsta jesetre živi u Skadarskom jezeru, 
premda se po kazivanju svakako neka vrsta pod imenom ,levrek“ 
morala tu nahoditi. 

Iza povratka iz Crne Gore nijesam propustio, da se i dalje iz- 
vijestim o tome, i nastojao sam, da mi iz toga jezera bar jedan 
primjerak pomenute vrste dogje do ruku. Pisao sam i preporučivao 
na sve strane, ali sve uzalud. 

Prijateljskomu nastojanju prečasnoga oca gosp. P. Bardhija, 
učitelja arbanaskoga jezika u ovdašnjem c. k. učiteljištu, imam 
jedino blagodariti, da sam poslije toliko vremena očekivanja naj- 
poslije dobio dugo žugjeni predmet. 

U avgustu prošle godine stiže mi ,levrek“, ali kakvo je bilo 
moje začugjenje, kad otvorih kutiju, ne može se opisati. Mjesto 
neke jesetre vidjeh preda mnom ništa manje nego jednoga preko 
80 4, duga ,smuduta“ ili ,lubina“ ili, kako ga ovdje zovu, ,bran- 
cina“ (Labraz lupus Cuv.). Nije mi ostalo drugo već slaba utjeha, 
da sam bar i ja konstatovao, kao što je prije mene i Steindachner?, 
da ta vrsta morske ribe zaista živi u Skadarskom jezeru. Tek 
kasnije doznah od vrloga mi prijatelja profesora S. Brusine, da je 


1 [Ipocpjera, Ilerume 1892. 

* Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften, 
LXXXVI. Band, I. und |I. Heft, Jahrgang 1882., Juni und Juli, I. 
Abt., Wien 1882. 
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»blin“ arbanasko ime za jesetru, dok je za ,smuduta“ arbanasko 
ime ,levrek“. 

Preko spomenutoga gospodina, moga kolege u c. k. učiteljištu, 
lako sada dogjoh do prave jesetre. I zaista 9. aprila primih iz 
Skadra jedan primjerak ulovljen u Skadarskom jezeru. Primjerak 
je 15 % dug i bez utrobe oko 2 44 težak, a pripada vrsti Aci- 
penser sturio L. Kod druge ću prilike što petanje o njemu izvijestiti. 

Vrlo mi je milo, što sam najposlije saznao, koja upravo vrsta 
jesetre živi u Skadarskom jezeru, ne samo poradi dopunjenja već 
do sada poznatih crnogorskih slatkovodnih riba, već i zato, da se 
jednom razbistri pitanje, otkuda dospijeva u naše more vrsta Acit- 
penser stellatus Pall., od koje sam god. 1899. jedan primjerak po- 
klonio vrlomu i odličnomu prijatelju S. Brusini za zbirku narod. 
zoologijskoga muzeja u Zagrebu. 

Ne bih se tako lako upuštao u razlaganje ovoga predmeta, da 
nemam pred sobom već gotovo djelo prof. Brusine, koji svojom 
novom kritičnom raspravom o našim jesetrama! otvora nam put 
boljemu razumijevanju i procjenjivanju ovoga dosta zamršenog pi- 
tanja. Ovaj je predmet on tako svestrano pretresao, da mi gotovo 
ne treba uzeti u obzir druge pisce, jer ih je on gotovo sve naveo 
i kritično proučio. 

Odmah u početku ove svoje radnje vidi se, koliko mu je na 
srcu bio ,blin“, da jednom dozna, koja je upravo ta vrsta jesetre. 
Pri daljem raspravljanju odregjuje, da evropskih jesetara imaju 
dvije vrste, evrazijskih pet, azijskih pet i amerikanske četiri, a uz 
ove četiri još jedna odlika ili suvrsta tipičke evropske vrste A. 
sturio. Od njih kaže da je za četiri dokazano, da se nahode i u 
Jadranskom moru, i to dvije evropske t. j. Acipemser sturio L. 1 
Acipenser_Heckeli_Fitz., i dvije evrazijske t. j. Acwpenser huso L. 
i Acipenser stellatus Pall. 

Ja ću se ovdje ograničiti samo na ove četiri vrste, koje se na- 
hode u Jadranskom moru, i to samo toliko, koliko se tiče pitanja, 
otkuda u naše more dolazi A. stellatus Pall. 

Evo što Brusina o tome osim ostaloga piše: .Acipenser huso L. 
== Jesetra moruna?*. ,Hab. Dosta obična riba u slavonskom i srp- 
skom Dunavu od ušća Drave do Timoka, u Dravi, Savi i Kupi. 
Rijetko kada zaluta do zapadnih obala Jadranskoga mora, i to 


1 Naše jesetre. Preštampano iz 149. knjige ,Rada“ Jugoslavenske 
akademije znanosti i umjetnosti. U Zagrebu 1902. 
š Op. cit. str. 45. i 46. 
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rijetko pojedince, koji put jatomice.“ Pa još dalje: ,Ne može više 
biti sumnje, da A. huso sa Crnog mora zaluta do Jadranskoga 
mora. Prvi se bilježeni slučaj ima upisati u zasluge Heckel-a, kad 
je 1850. god. na mletačkom ribjem trgu našao mladu ribu ove 
vrste od 2!/, stope duljine. To nam Steindachner ponovno potvr- 
gjuje. — U muzeju mletačkog zavoda za znanosti, književnosti i 
umjetnosti bilo je 5 primjeraka od .4. huso.“ 

Acipenser  FHeckels_ Fitz. == Jesetra jadranska!. ,Hab. Zapadna 
obala Jadranskog mora; još nije dokazano, da bi zalutala do 
Kvarnera i do dalmatinskih obala. — Prof. Matisz mi piše, da 
jesetre, koje se rijetko kada prodavaju na riječkoj ribaonici, dolaze 
obično iz Trsta. S druge strane drži, da je vidio i A. Heckela iz 
Kvarnera. Megjutim kad znamo, da moruna, a može biti i pa- 
struga dolazi iz Crnog mora, moglo bi se još pristati, da i po koji 
A. Heckeli sa talijanske obale zaluta do hrvatske, pače u čudu 
smo, što se to nije dosele dogodilo; al vjerovatnije je, da nije bilo 
motritelja. Tko zna n. pr., da jesetre, koje prolaze tijesnom od 
otoka Sestrunja i Uljana, nijesu može biti talijanske jesetre, koje 
idu do Novigradskog mora?“ 

Acipenser sturio L. == Jesetra atlantska*. ,Hab. Najobičnija je- 
setra Jadranskog mora drži se isto tako zapadnih kao Što i 
istočnih obala; puno ih više ima po mletačkim obalama. Ulazi u 
sve veće ilijansko rijeke, pače po Dr. Scarpi mlade zalutaju i u. 
manje rijeke, n. pr. do Trevisa.“ 

Acipenser stellatus Pall. = Jesetra pastruga?%. ,Hab. Pastruga je 
rijetka u Dunavu od ušća Drave do Timoka, još je regja u donjem 
toku same Drave i Save; za prvu rijeku već su ju zabilježili 
Heckel i Kner. — Što se Jadranskog mora tiče, stalno je, da su 
ulovljene pastruge uz obale sjeverne Dalmacije, al nije dokazano, 
da dolaze k nam iz Crnog mora, dok može biti da potječu iz 
Crnegore i Arbanije.“ 

Pa dalje: ,Neočekivano pojavljanje pastruga u Jadranskom moru 
tako je svakoga iznenadilo, te je malo tko bio, u koga se nije o 
tom porodila sumnja. Za to nije na čudo, što je Carus u svom 
nProdromusu“ faune Sredozemnog mora pređ A. stellatus stavio 
dva upitnika. — Kako znamo iz pregleda literature, Perugia je 
prvi objavio učenom svijetu, kad je tršćanski muzej, ne znamo 


1 Op. cit. str. 51. i 52. 
* Op. cit. str. 53. i 54. 
5 Op. cit. str. 55., 56., 57., 58., 59. i 60. 
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kako, došao do te ribe iz zadarske okolice. Iste ju je godine opisao 
u svom izvrsnom popisu jadranskih riba. — Prošlo je više godina, 
al o pastruzi nema opet ni traga ni glasa. Kad evo javio se Trois, 
komu je u ruke dopao drugi primjerak. Mjeseca studenoga 1895. 
god. uz druge neke ribe, što ih je nabavio na mletačkoj ribaonici, 
dobio je glavu od pastruge donesene iz Dalmacije.“ 

Pa još dalje: ,Ne progje mnogo vremena i eto treće pastruge 
iz Dalmacije. Odlični prijatelj Katurić iznenadio me je ovim 
pismom :“ 

U ovom pismu opisao sam ulovljeni primjerak i pri kraju pri- 
mijetih ovo: ,Takovih riba (t. j. jesetara) nije do sada nagjeno u 
nijednoj dalmatinskoj rijeci. Usugjujem se naprotiv izreći mnijenje, 
da je ova vrsta ribe po svoj prilici Bojanom ušla u Jadransko 
more. Na to mišljenje navodi me okolnost, da te ribe ne samo 
nema u dalmatinskim rijekama, već je nema ni u talijanskim, 
dočim znam pouzdano, da se u Skadarskom blatu češće lovi je- 
setra, koja je tamo poznata pod imenom ,lavrek“, a možda je to 
baš A. stellatus ili koja druga vrsta“. 

Na ovo moje pismo, gdje sam spomenuo ime ,levreka“, kako 
su me na Cetinju uvjeravali, da je to baš ime skadarske jesetre, 
Brusina primjećuje: ,Pošto me je to veoma zanimalo, pisao sam 
odličnom sudrugu i prijatelju A. Dobriloviću, koji javlja, da je 
»levrek“ arbanasko ime smuduta = Dicentrarchus labraz (L.) iz 
Bojane i Skadarskog jezera, dok je ,blin“ arbanasko ime jesetre, 
koja dolazi sa Drine u Skadarsko jezero.“ — Morao sam istu stvar 
ponovno ovdje istaknuti, jer nam A. Dobrilović čisto kaže, da 
blin dolazi sa Drine u Skadarsko jezero, što ja i vjerujem, jer ni 
Steindachner! ni ja* nijesmo našli traga jesetrama u crnogorskim, 
rijekama, koje utječu u ovo jezero. 

Brusina dalje prihvaća: ,Kako su mi baš u zadnje vrijeme, i 
nakon toliko godina teške službe, ponovno naprtili dvostruk posao, 
bez ikakvog obzira, dok je posla bilo svakim danom više, jer je 
nar. zoologijski muzej svakim danom veći, to sam se morao izlo- 
miti na sve strane, te veoma žalim, što nijesam dospio proučiti 
Katurićevu pastrugu i druge jesetre, koje sam za to pri mom stolu, 
bio priredio. S druge strane htio sam čekati, neka on riješi pitanje 
arbanasko-ernogorskog blina. — Slažem se sasvim, da jadranska 
pastruga dolazi može biti iz Drine, ali nipošto iz dalmatinskih 

1 Op. cit. str. 71—73. 

* Op. cit. 
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rijeka, pošto je stalno. da tamo nema jesetara. S druge je strane 
vjerovatno, da Drina, a može biti, još više prostrane lagune i druge 
rijeke arbanaske od Kavaja do Avlone hrane koju jesetru, a da 
su naveđene tri odanle zabasale do Dalmacije.“ 

Najposlije pri svršetku opisa vrste A. stellatus Brusina piše: , Slaže 
li se pak Katurićev primjerak s onim tršćanskog muzeja, razlikuju 
li se zadarske jesetre od skadarskog blina, i dolaze li baš odanle 
k nama, na ta pitanja mi danas ne možemo odgovoriti.“ 

Pitanje, otkle dolazi u naše more jesetra pastruga, nije se moglo 
riješiti ili bar primaknuti riješenju, dok nijesmo bili na čistu, koja 
baš vrsta jesetre živi u Skadarskom jezeru. Sada pak, kad znamo, 
da se u tom jezeru nahodi vrsta Acipenser sturio LL. = Jesetra 
atlantska, a po onome, što mogoh do danas razabrati, druge vrste 
jesetara nijesu tamo poznate, i kad po izvješću A. Dobrilovića 
nblin“ dospije u jezero samo kroz Drinu, posve je razumljivo, da 
u Jadransko more kroz Drinu ili Bojanu može dospjeti sama Je- 
setra atlantska t. j. Acipenser sturio L. 

A otkle dolazi onda pastruga t. j. A. stellatus? Držim, da ne 
će biti teško na ovo pitanje odgovoriti. Sada nam ne ostaje drugo 
nego misliti, ili da (kako Brusina drži) prostrane lagune i druge 
rijeke arbanaske od Kavaja do Avlone baš hrane ovakovu vrstu, 
ili da one zalutaju od Crnoga do Jadranskoga mora. 

Kako se razabira iz ovoga moga izvješća, ja sam do sada bio 
istoga mnijenja, kao i moj vrli prijatelj Brusina, ali danas, kad 
sam se uvjerio, da u Skadarskom jezeru, u Drini i u Bojani nema 
te vrste jesetre, a po svoj prilici ne će je biti ni u ostalim arba- 
naskim rijekama, radije držim, da ona zaista zaluta od Crnoga do 
našega mora. S druge strane i Brusina nije odlučno protivan toj 
mogućnosti, kako se razumije iz onoga, što piše o vrsti A. Heckel+ ; 
a što se tiče vrste A. huso, on nema nikakve sumnje, da gdjekada 
zaluta do zapadnih obala našega mora, što potvrgjuju i neki drugi 
ihtiolozi. 

Sada smo na čistu i o vrsti A. sturio. Ovdje je navedeno, kako 
Brusina, a i mnogi drugi ihtiolozi tvrde, da je najobičnija jesetra 
našega mora i da se drži isto tako zapadnih, kao i istočnih obala, 
samo da je mnogo više ima po mletačkim obalama. Prlje nam je 
moglo biti za čudo, kako istočnu obalu pohagja često A. sturio, 
dok nije dokazano, da to ikada biva i s vrstom A. Heckel. Vrsta 
A. sturio, koja se lovi na istočnoj obali, dolazi u naše more od 
Drine i od Skadarskoga jezera preko Bojane, a po svoj prilici i 
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kroz druge rijeke arbanaske, dok za A. Heckeh nije poznato, da 
je imaju rijeke istočne obale Jadranskoga mora. 

Brusina tvrdi, da za A. stellatus nije dokazano, da dolazi k nama 
iz Crnoga mora, a ja držim, da je toliko dokazano za A. stellatus, 
koliko i za A. huso, samo što A. huso voli zapadnu obalu našega 
mora, dok se A. stellatus radije drži istočne obale, valjada zato, 
što je prva vrsta jača, a ova druga slabija i manja, te ne smije 
da se otisne u široko more, već se u svome zalutanju. drži uvijek 
kraja. 

Dapače u velikom se čudu moramo zapitati, kako nijesmo ra- 
dije očekivali, da ćemo u ernogorskim i arbanaskim vodama prije 
naći A, sturio nego li A. stellatus, jer se prva vrsta često ulovi 
na istočnoj obali Jadranskoga mora, a druga je vrsta sasvijem 
rijetka. S druge strane kad promislimo, da i za vrstu A. Heckeli, 
koja se nahodi na zapadnoj obali, nije se moglo još potpuno do- 
kazati, da zaluta do naše obale, dok je vrsta A. sturio za to za- 
lutanje imala poseban privilegij, moramo zaista zaključiti, da čovjek 
u svom razmišljanju traži često teže putove od onih, koji vode 
pravoj istini. Zaključujem dakle, da zapadna obala Jadranskoga 
mora hrani tri vrste jesetara t. j. A. sturio, A. Heckeli i zalutalu A. 
huso, a od istočne obale poznate su do danas samo dvije vrste 
t. j. A. sturio i zalutala A. stellatus. 

Najposlije mi valja još istaknuti, da od jesetara, što sam ih ja 
više puta opazio na zadarskoj ribaonici, osim jedinoga primjerka 
A. stellatus sve su pripadale vrsti A. sturio!. 

1 Kada dovrših ovo moje izvješće, primih od vrloga mi prijatelja 
Brusine vijest, da su već 2—3 mjeseca, što je i. on dobio ,blina“ iz 


Skadra i da je i njegov primjerak vrste A. gsturio. To me veoma 
raduje. 


O zakonu recipročnosti za bikvadratne ostatke 
potencija u tijelu imaginarnih brojeva. 


Primljeno u sjednici matematičko-prirodoslovnoga rasreda Jugoslavenske 
akademije snanosti i umjetnosti dne 12. srpnja 1903. 


NAPISAO DR. STJEPAN BOHNIČEK. 


E. E. Kummer otkrio je zakon recipročnosti za ostatke potencija 
regularnoga kružnoga tijela, kojima je stepen lih prost broj. Go- 
spodin je D. Hilbert iznio za taj zakon nov dokaz, u kom su 
računska pomagala Kummerova preinačena i bitno pojednostavljena!. 
Gospodinu je Hilbertu pošlo također za rukom, da s pomoću teorije 
relativno kvadratnih brojnih tjelesa nađe dokaz za zakon reci- 
pročnosti među kvadratnim ostacima potencija u tijelu, koje je uza 
sva svoja konjugirana tjelesa imaginarno, a broj idealskih razreda 
u njemu lih". Zakon recipročnosti za kvadratne ostatke potencija 
u tijelu imaginarnih brojeva, koje je određeno imaginarnom jedi- 
nicom #, samo je poseban slučaj toga općenoga kvadratnoga za- 
kona recipročnosti*. Hilbertovi se dokazi opiru o razdiobu idealskih 
razreda izvjesnih relativnih tjelesa u rodove. 

Dokaz za zakon recipročnosti među bikvadratnim ostacima po- 
tencija u tijelu imaginarnih brojeva nije dosada na tom putu nađen. 
Pokušat ću ga izvesti u ovoj radnji. Pri tom ću se poslužiti raz- 
diobom idealskih razreda izvjesnih relativno bikvadratnih brojnih 
tjelesa s obzirom na tijelo imaginarnih brojeva u rodove. Da se 


1 Bericht iiber die Theorie der algebraischen Zahlkčrper. Jahres- 
bericbt d. D. Math. Vereinigung Bd. 4. 

2 Leber die Theorie des relativquadratischen Zahlkčrpers. Mathem. 
Annalen Bd. 51. 

5 Veber den Dirichlet'schen biquadratisehen Zahlk&rper. Mathem. 
Annalen Bd. 45. 
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pomenuti dokaz može izvesti, treba da nam je poznat Eisen- 
steinov zakon recipročnosti za bikvadratne ostatke potencija među 
racionalnim i imaginarnim brojem. 


$ 1. 
4 
Cijeli brojevi tijela k (Vu, i). 


Označit ćemo sa k tijelo imaginarnih brojeva; u neka bude od 
+1 različit cio broj toga. tijela, koji nije djeljiv nikakvim kva- 
dratnim brojem, a M, =V u korijen jednadžbe 


zt—u=0. 


4 
Brojevi M, i i određuju tijelo XK, =&(Vy, i), koje je s obzirom 
na tijelo & relativno ciklično četvrtoga stepena. Njegovu relativnu 
grupu čine supstitucije : 


1, & =(4,, iM), S,?, 5%. 


Tijelo X, sadržava u sebi tijelo K=k&(Vu,i), te je s obzirom 
na K relativno ciklično drugoga stepena, a relativna mu je grupa 
s obzirom na K: 


1, S=(M, — M). 


Sam je K opet relativno cikličan drugoga stepena s obzirom na 
tijelo &, te ima s obzirom na & relativnu grupu: 


1, S=(M,*, — M). 


Cijele brojeve tijela X, možemo prikazati u obliku: 


gdje nam A, B, Ć znače cijele brojeve tijela XX. No budući da 


S, 2 A, ==. 


treba da bude cio broj, moraju i brojevi 


(3) O ZAKONU REOIPROČNOSTI ITD. 9 


BA 2BM, 
CC? A— 854, = m 


biti cijeli. Odatle se vidi, da svaki prosti ideal fB tijela X, koji 


A+9A= 


nije u broju A = 1 -+-$# sadržan kao faktor, a nalazi se u broju Ć, 


mora također biti sadržan u brojevima A i B kao faktor tako, 
te možemo brojeve A, B, C nadomjestiti drugim trima, od kojih 
zadnji nije više djeljiv sa PB. Postupamo li tako i dalje, doći ćemo 
napokon do takva broja C u nazivniku, koji nije više djeljiv ni- 
jednim prostim idealom, koji se ne nalazi u broju 2. Vidimo dakle, 
da se svaki cijeli broj A, tijela X, može prikazati u obliku: 
A+ BM, 

m o“ 
gdje je # cio racionalan broj, koji treba još pobliže odrediti. 

Poznato je, da brojevi A i B imaju ovaj oblik: 


j=Aamat B="rklH 

X AS 
gdje su %, %, Pi, Pa cijeli brojevi tijela &, a v, w cijeli racionalni 
brojevi, koji mogu ponajviše biti jednaki #. Nazivnici brojeva A 
i B u izrazu za A, mogu se ukloniti tim, da brojnik i nazivnik 
toga izraza pomnožimo prikladnom potencijom broja A tako, da 
već unaprijed možemo uzeti A i B u obliku: 

A=a+yM', B=9+38Mi, 

gdje nam «, B, Y, Š znače cijele brojeve tijela , koji su relativno 
prosti prema ». 


Pita se sada, ako A, uzmemo u tom obliku tako, da možemo 
staviti: 


A = 


dA = A+BM _2+8M+yYM? +81? 
sna 34 m. 14 ? 
kolik može biti u? 
Promislimo li, da su A, +48&,* A4, i A, — S,*4, cijeli brojevi, 
vidjet ćemo neposreduo, da # ne može biti veći od 4. Osim netom 


spomenutih brojeva mora i relativna norma N,, x broja A, uzeta 
S obzirom na tijelo K, to će reći: 


biti cio broj. 
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Da ti uvjeti budu zadovoljeni, treba, ako je u == 1, da bude 
(22-b r*u — 28)! — (8! + 8% — 22)*u = 0, (4). 
Stavimo li: 
a bytu— lu =!, BIdb-dtu — Bay =", 
to se može zadnja kongruencija napisati u obliku: 
2 — nfu=0, (29). 


U toj su kongruenciji brojevi &, n ili oba prosta prema 2 ili oba 
. djeljiva sa A. U prvom je slučaju u kvadratan ostatak s obzirom 
na 24, u drugom moraju % i n biti djeljivi bar sa 22, kako se nepo- 
sredno vidi iz građe tih izraza. Ako je pak 8 prost prema 2, mora 
biti i B; stoga zaključujemo iz kongruencije: 


B*+-8*u=0, (1), 
da » mora biti kvadratan ostatak s obzirom na 2*. U protivnom 


slučaju, ako je 8 djeljiv sa 2, vidimo, da x i y moraju biti prosti 
prema 2, odakle poradi kongruencije 


48 by*u=0, (2) 


zaključujemo, da u mora biti kvadratan ostatak s obzirom na )* 
ih, što isto znači, da mora biti 


u=E1, (X). 


Uzmimo nadalje, da je u > 2. Budući da A, +24, i 
A, — &74, treba da budu cijeli brojevi, moraju i brojevi 


2% — y?u . B!— d*u 
9) sju—a | o ojau—a 


biti cijeli. No budući da i N,, xg(A,) treba da bude cio broj, iz- 
laze ove kongruencije: 
b) *=0, 
c) 


Ovi nužni uvjeti a), b), c) očito su i dovoljni, da A, bude cio broj. 


(0); 


n=0, 
== nu = 0, (2$%). 


1* 


(5) O ZAKONU RNWJIPROČNOSTI ITD. 11 


Točnije istraživanje veličine broja # u posebnim slučajevima 
nije od potrebe za cilj, za kojim u ovoj radnji idemo. 


S 2. 
Relativna diskriminanta tijela X, s obzirom na 


tijelo k. 


Označimo li diferente tjelesa _&, X, K, sa 0, 9, Đ,, relativne di- 
ferente tjelesa K, i K s obzirom na tijelo & sa Đ, x, Oy i napokon 
relativnu diferentu tijela X, s obzirom na K sa D, zg, to postoje 
ove ovisnosti : 

9 = Dz b, 
d, = D,,k b, 
Od, = VD, x D. 


Iz zadnje dvije jednadžbe izlazi: 
Ta =D, x PD, 

a odatle, ako se za ĐD stavi vrijednost iz prve: 
D,,k = 2,K Ox; 


2,,% 1 D,, g jesu ideali tijela K,, D, ideal tijela X. 

Po poznatom je zakonu relativna diskriminanta makar kojega 
tijela s obzirom na koje njemu podređeno tijelo! jednaka relativnoj 
normi njegove relativne diferente s obzirom na to podređeno tijelo. 
Stoga izlazi iz zadnje jednadžbe: 


D,, x = N,,k (Di, K) Dr: 


u toj nam je jednadžbi D, z relativna diskriminanta tijela X, 
s obzirom na tijelo &; D, relativna diskriminanta tijela X s ob- 
zirom na k; N, x norma uzeta u tijelu X, s obzirom na ž. 


No imamo dalje: 
N,,k (f1,K) = %,K-5"Đ,,K.5(B,K-5"D,,K) = 
= D,,K-5D,,K 2 Nu(D,,K); 


1 Unterkčrper. 
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pri tom se ima pod .D,, x razumijevati relativna diskriminanta ti- 
jela K, s obzirom na K, a pod N; norma uzeta u tijelu X s ob- 
zirom na &. Stavimo li vrijednost nađenu za N, ;(D, g) u pred- 
zadnju jednadžbu, dobit ćemo za relativnu diskriminantu tijela X, 
s obzirom na tijelo & ovu jednadžbu: 


D,, k > N, (D,, zg) Di. 


Ta jednadžba izražava poučak: 

Relativna diskriminanta tijela ZC, s obzirom na tijelo & sadržava 
samo takove proste ideale kao faktore, koji su ili u relativnoj 
diskriminanti tijela X, s obzirom na X, ili u relativnoj diskrimi- 
nanti tijela K s obzirom na & sadržani kao faktori. 

Da se dakle odrede prosti ideali, koji su u D, x sadržani kao 
faktori, treba samo odrediti one, koji su sadržani u Dy i D, x 
kao faktori. 

Među prostim brojevima Tr tijela &, koji su različiti od 2, sa- 
držani su poradi pretpostavke učinjene u početku o broju u u Dy 
samo oni prosti brojevi, koji se nalaze u u. Takav se prost broj 
T raspada u tijelu X na dva jednaka prosta ideala "B prema jed- 
nadžbi : 


nae (zr, Vu)?. 


Nx (D,,K) sadržava također samo takove od 2 različite proste 
brojeve kao faktore, koji se nalaze u broju u, jer D, x sadržava 
kao faktore između prostih ideala % tijela X, koji se ne nalaze 
u 2, samo one, koji se nalaze u Vu. Za proste ideale te vrste 
postoji jednadžba: X 

=B"=(B,Vu), 


gdje B, znači prost ideal u K,. 

Vidimo dakle, da D, x sadržava samo takove od 2 različite proste 
brojeve tijela & kao faktore, koji su sadržani i u broju u. 

Prosti se ideal %B ne mijenja, ako se podvrgne supstituciji 
S = (Vu, — Vu); isto se tako ne mijenja B,, ako ga podvrgnemo 
supstituciji 6,* = (Vu, ze Vu). Poradi te osobitosti zvat ćemo ']š 
dvoličnim prvstim idealom u tijelu X s obzirom na tijelo &, a fB, 


dvoličnim prostim idealom u tijelu K, s obzirom na tijelo X. 
No %, ne mijenja se ni onda, ako ga podvrgnemo supstituciji 
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4 4 
io=(Vu, iVu). Stoga ćemo R, zvati također dvoličnim prostim, 
idealom u tijelu XK, s obzirom na tijelo ć. 

Ako je prosti ideal B, tijela X, koji nije u A sadržan kao faktor, 
dvoličan s obzirom na X, to je on također dvoličan s obzirom, 
na &. Drukčije je to kod prostih ideala, koji su u A sadržani kao 
faktori. 

Ako se 2 nalazi u broju u, naći ćemo, ako postupamo isto onako, 
kako smo postupali kod ideala, koji nijesu sadržani u A kao faktori, 
daje A iu Diu N,(D, x) sadržan kao faktor. Označimo li 
sa & prosti ideal tijela X, koji je u A sadržan kao faktor, a sa 
Q, prosti ideal tijela X, koji je u # sadržan kao faktor, to por 
stoje snošaji : 


i=t= (2, Vu), 2 =! = LV. ,i= 4+. 


U tom slučaju nije &, samo dvoličan s obzirom na tijelo X, nego. 


i s obzirom na k. 
Neka sada bude u prost prema 2, to je i Dy onda i samo onda 


prost prema 2, ako je 
uv= +1, (29. 


No može biti, da je D; doduše prost prema 2, ali da je D, z ipak. 
djeljiv sa A. U istinu, ako se opet sa “ označi prosti ideal, štono. 
je sadržan u 2 kao faktor, nužno je, a i dovoljno, da D, zgr bude. 
prost prema 2, da postoji kongruencija : 


(1) Vu = A", (24), 


u kojoj je A cio broj tijela .Z. 
Lako se možemo uvjeriti, da je taj uvjet zadovoljen, ako je: 


u=1,—8,1--44, (29. 
Postoje naime ove kongruencije: 


ako je = 1, (19, Vu = 


ll 
Po pa 
"RF 
| 
e. 
ha 
S | | 
N- 
2 2 
e 
> 
RL) 


: n usi + 4, (29, Vu = 


" »u=—8, (29, Vu 


HI 
pa 
ka 
i 
S 
= 
4 
goa 
» 
NE 
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Ti su slučajevi također jedini, u kojima je D, x prost prema 2, 
ako u nije djeljiv sa A. Da se o tom uvjerimo, proći ćemo redom 
još moguće slučajeve. 


Uzmimo ponajprije, da je 
u=—83-H-4i, (29). 


U tom slučaju nalazimo poradi toga, što je 


1++- M 1— : 
m4(5)- EL (29, 


za A rastvor: 
1+ M, 1>+iM, 1— M, 1—:M, 
(+55) (5) (,15%) (=) 


—M*\ 
= — ) tijela X nije dvoličan s obzirom 


na &, no raspada se u K, na dva jednaka prosta ideala 


-(54%) 6.15%) 


tako, da postoji jednadžba 


Prosti ideal & = (> 


=". | 

Isto vrijedi za ideal St konjugiran sa £. Za nj valja jednadžba 
St = (S). 

% i 5% jesu dvolični prosti ideali s obzirom na K, pa su stoga 


i $ i S% sadržani kao faktori u D, gili A u D, x. 
Ako je nadalje 


=—>1 ii =3+44, Q9, 


to je A=#2.8“, ako pod £ razumijemo prost ideal tijela .Z. 
& niti se može u X, raspasti na dva različita prosta ideala, niti 
može ostati nerastvoren. Da se može dogoditi prvo ili drugo, mora 
poradi toga, što je u naša dva slučaja svaki cijeli broj tijela ZC 
kongruentan izvjesnomu cijelom broju tijela & za svaku potenciju 
ideala £, s obzirom na jednadžbu (1) biti 


uS+1, (29. 
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Napokon još može biti 
z—1+4i, (2). 


U tom slučaju ostaje 2 u tijelu X nerastvoren: 2 = #. Prosti ideal 
& ne može i u tijelu K, ostati nerastvoren poradi kongruencije 


1—u:=0, (2?), #0, (2%). 


No ne može se ni raspasti na dva različita prosta ideala, jer bi u 
tom slučaju moralo biti: 


Vu=4', (29, 
gdje A znači cio broj u X; odatle bi dalje izlazilo 


—Vu=(SA)", (29), 
a oboje bi dalo 

u= GN, (A), (2%), 
no to ne može biti. | 

Resultat ovoga paragrafa izreći ćemo ukratko ovako: 

Relativna diskriminanta D, x sadržava kao faktore sve one proste 
brojeve tijela &, koji su u u sadržani kao faktori. Samo prosti 
broj A može biti sadržan kao faktor u D, x, ako ga i nema u 
broju u. Taj prosti broj nije samo onda u diskriminanti D, ; 
sadržan kao faktor, ako je u=1, (24), aline uistimah = 1, (25), 
+1, 29. 


8 3. 
Rastvaranje prostih brojeva tijela & u tjelesima 
Ki. 
Iztražit ćemo ponajprije proste brojeve 7 tijela &, koji su razli- 
čiti od 2. | 
Svaki se takav prosti broj raspada u tijelu X na dva različita 
ili na dva jednaka prosta ideala ili ostaje nerastvoren prema tomu, 


da li je 
(£) =10ii —1 


Prosti ideal B tijela X sadržan u = Kao faktor raspada se u 
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tijelu X, na dva različita ili na dva jednaka prosta ideala ili ostaje 
nerastvoren prema tomu, da li je 


UF) = o ua 


Neka bude ponajprije (£) = 1, to se raspada rs u tijelu K 


prema jednadžbi 
=%. 6%, 


gdje su %B 1 S%R dva različita prosta ideala tijela X. Treba li, 
da se i 8, a prema tomu i S?, u tijelu XK, dalje rastvori, mora 


biti (5£) = 1 ili, što na isto izlazi, treba da postoji kongruencija 
Vu=4", (9), 


u kojoj A prikazuje cio broj tijela K. Poradi toga, što je 
N(B) = n(m), ako se pod N i s razumijevaju norme uzete u 
tjelesima K i k, mora biti svaki cijeli broj A tijela X _kongruentan 
izvjesnomu broju «a tijela & tako, da se zadnja kongruencija može 
i ovako napisati: , 


Vu =a, (B). 


Podvrgnemo li sada tu kongruenciju supstituciji S, dobit ćemo 


ši Vu = x, (SB), 


a iz obiju izlazi 


ili 


ako sa . označimo bikvadratni karakter ostatka broja u s ob- 


= 
zirom na broj =. Taj je uvjet nuždan i dovoljan, da se fB u tijelu 
K, raspadne na dva različita prosta ideala B, i S,%B,. 
Nadalje se dade zamisliti, da je (+) =1,a (££) =—1lili 
da postoji snošaj : 


uza £p4 (7); 
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2 1 8 su cijeli brojevi u tijelu &. U tom slučaju ostaje 'B, a i SR, 
u XK, nerastvoren. 


Ako je (£)=-: to je ==, a to znači, da z ostaje u 
tijelu X nerastvoren. Tada može (4£) samo biti jednak — 1, jer 
bi iz jednadžbe (Ke )- 2+ 1 izlazila jednadžba (£)- -H 1. 
Stoga ostaje B = %, i u tijelu X, nerastvoren. 

Napokon je moguće, da bude (£) = 0, odakle izlazi, da je 


z = TF% Tada sigurno mora biti i (E 
%B i 9B, jesu prosti ideali u K i K,. 
gr toga istraživanja napisat ćemo pregledno ovako: 
kose E 3 =1, mora biti z = BR =#,%,' 8", 
=" P=; 
n op» i) n » s = =%,7,', 8 =%7,, P=%'; 


= 4? 


=+1 Ž : n=% =%, ; 


| 
» on (El=0, no» r=#=%#%“+4 P=, 
Crticama označih konjugirane ideale, a indeksom ideale tijela X,. 

Iz toga se pregleda razabira ovaj zakon: 

Svaki se prosti broj 7" tijela &, koji je različit od A, raspada u 
tijelu X, na četiri različita, ili na četiri jednaka, ili samo na dva 
različita prosta ideala, ili ostaje u X, nerastvoren prema tomu, 
da li je m 

E =1,0—1lili +1. 

Da nađemo, kako se rastvara 2 u tjelesma Ki K,, treba se 
samo poslužiti onim, što je rečeno u S 2., a uz to još istražiti slu- 
čajeve u=1, (M) iu=1+4, (25). 

Ako je u=1, (2%), raspadaju se prosti ideali £ i 82 tijela X 
sadržani kao faktori u A sigurno svaki na dva različita prosta 
ideala tijela .X,, jer je tada zadovoljena kongruencija 


Ve=1, (29. 


R.J. A. 154. 2 
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U slučaju, da je nE 1-+£i, (25), ostaje 2 u tijelu K  neras- 
tvoren: A == 2%, ali ni # se ne raspada više u tijelu X,, jer kad 
bi se raspadao, morala bi postojati kongruencija 


Vu = A, (&5), 


u kojoj je A cio broj tijela X. No odatle bi izlazilo, da mora biti 
u = 2%, (25), a to u našem slučaju nije; % je cio broj tijela k. 

Resultat istraživanja o prostom broju. A u pređašnjem i ovom 
paragrafu možemo sastaviti ujedno ovako: 


ako je u=1, (29, mora biti a = 27 = 242,2", R=24", 
' — e," dr : 
1, 
no» u=+1, (5), £1, Q), mora biti 1 =8"=2,18,, 
Q— Q, Q' — ea; 
non u=1-H£i, (25), mora biti Ai=&=1,; 
no» us=—>1+4, (29), ;. katu" 
u svakom je drugom slučaju i=f=%t4 =". 


Crticama i ovdje označih konjugirane ideale, a indeksom ideale 
tijela X. 


5 4. 
Normni ostaci i neostaci tijela &,. 


Neka bude f makar koje brojno tijelo, a Q njemu nadređeno 
tijelo!. Ako je tada makar koji cijeli broj v tijela t s obzirom na 
svaku cijelu racionalnu potenciju p“ prostoga ideala p tijela t kon- 
gruentan relativnoj normi kojega cijeloga broja A tijela Q uzetoj 
u tijelu K s obzirom na Ž, zvat ćemo v normnim ostatkom tijela 
s obzirom na prosti ideal p; inače ćemo zvati v normnim neostatkom 
tijela R s obzirom na p. 

Promatrat ćemo već u ovom paragrafu tri vrste takovih normnih 
ostataka i neostataka, a to su normni ostaci i neostaci tijela ŽC, 
s obzirom na proste ideale tjelesa & i K, pa onda normni ostaci 
i neostaci tijela X s obzirom na proste ideale tijela X. Normne 
ostatke i neostatke prve vrste zvat ćemo također bikvadratnim 
normnim ostacima i neostacima, a normne ostatke i neosfatke druge 
i treće vrste kvadratnim normnim ostacima i neostacima s ob- 
zirom na izvjestan prost ideal. 


1 Oberkčrper. 
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Pokazat ćemo ponajprije, da broj v tijela & može onda i samo 
onda biti bikvadratnim normnim ostatkom s obzirom na koji prosti 
broj r tijela &, koji se razlikuje od 2, a sadržan je u broju u kao 
faktor, ako je 

Ll_, 
\=/ 

Ako ta jednadžba postoji, sigurno je v bikvadratan normni ostatak 

s obzirom na 7, jer tada mora da postoji kongruencija oblika 


vzzt (7), 


gdje je = cio broj u tijelu &, a isto se takova kongruencija može 
naći i za svaku višu pozitivnu cijelu racionalnu potenciju =“ broja 7. 
Iz zadnje kongruencije izlazi naime neposredno ova: 


r21+40, (1) 
u kojoj je e broj tijela & djeljiv brojem z. Obazremo li se sada 
na to, da je 
N,,k (1+) =1+4v, (7), 


to je jasno, da nam je tvrdnja ispravna, jer se isti postupak može 
nastaviti tako, da konačno za svaku potenciju 7“ vrijedi kongru- 
encija oblika 


vapi, (7), 


u kojoj je 8 cio broj tijela X. 

No i obrnuto možemo zaključiti, da v mora biti bikvadratan 
ostatak broja z, ako je on bikvadratan normni ostatak s obzirom 
na broj s. Uzmemo li doista, da je v bikvadratan normni ostatak 
s obzirom na s, to mora za svaku pozitivnu cijelu racionalnu po- 
tenciju =“ broja z postojati kongruencija oblika: 


v= N,,z(A), (7*), 


gdje je A, cio broj tijela K,. No budući da je r u tijelu X, 
jednak četvrtoj potenciji prostoga ideala B,, svaki je cijeli broj A, 
tijela XK, s obzirom na fB, kongruentan izvjesnomu cijelom broju z 
tijela &. Stoga izlazi iz zadnje kongruencije, da mora također biti 


vzat, (7), 


a tim je prvi poučak dokazan. 
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Uzmimo sada, da se prosti broj 7, koji se razlikuje od A, ne 
nalazi ni u broju u ni u broju v. Onda možemo dokazati, da 
je svaki takav cijeli broj v tijela & bikvadratan normni ostatak 
s obzirom na prosti broj =. 

Poznato je, da je pod učinjenom pretpostavkom svaki cijeli 
broj v tijela & kvadratan normni ostatak tijela KK s obzirom na rz. 
Stoga postoji za svaku pozitivnu cijelu racionalnu potenciju =“ 
kongruencija: 

vs N(A), (19, 
gdjeno je A cio broj tijela X. Ako je pak "B prost ideal tijela X 
sadržan u broju zr, mora i A biti kvadratan normni ostatak tijela 


K, s obzirom na prosti ideal |. Stoga se može i za svaku po- 
tenciju PB“ naći kongruencija oblika: 


4=N,K(A) (9), 
u kojoj je A, cio broj tijela K,. Zadnje dvije kongruencije daju: 
VE NN, K (AVI, (99), 


a budući da je NA /N,,g(A)] cio broj tijela &, također: 


v= Nj; [N,EA), (7%) 3 


a tim je i drugi poučak dokazan. 

Treći slučaj neka bude ovaj. Prosti broj * tijela %, koji se raz- 
likuje cd broja 2, ne nalazi se u broju u, ali se nalazi u broju v, 
i to baš u prvoj potenciji. Možemo pokazati, da je u tom slučaju 


£ — 
v samo onda bikvadratan normni ostatak tijela &(V'u,#) s obzirom 


na rz, ako je 
MN e 
mbu o 


Ako je v bikvadratan normni ostatak s cbzirom na z, postoji 
sigurno kongruencija: i 


vEM,k(A), (79, 


u kojoj je A, cio broj tijela X,. Budući da je v djeljiv točno 
prvom potencijom broja =, može i A, biti djeljiv samo prvom 
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potencijom prostoga ideala 8, tijela K,, koji je u " sadržan kao 
faktor; stoga se 7 u X, ruspada prema jednadžbi: 


= (7,4) (m, 8A) (7, SA) (7, SA). 


r se dakle raspada u tijelu X, na četiri različna prosta ideala, jer 
smo uzeli, da je »#0, (7). No to može samo onda biti, ako je 
u bikvadratan ostatak broja . 

Tim je dokazano, da u sigurno mora biti bikvadratan ostatak 
broja 5, ako v treba da bude bikvadratan normni ostatak s obzirom 


ju 


na s. Ali valja i obrnuto. U istinu, ako je E = 1, raspada se 


r u K, na četiri različita prosta ideala. Jedan takav ideal neka 
je B,, a cijeli broj A, tijela X, neka bude točno djeljiv prvom 
potencijom toga ideala 'B,. Tada je norma MN, x broja A, djeljiva 
točno brojem s. Označit ćemo tu normu sa z= N,zx(A) i od- 


rediti cijeli broj p tako, da bude djeljiv sa —, ali prost prema 
1 
broju =. Onda je s. cio broj prost prema =. Takav je broj po 


drugom malo prije dokazanom poučku bikvadratan normni ostatak 
tijela X, s obzirom na z. Stoga možemo staviti: 


Ž 
EEN,x(B), (5%) 


za koji mu drago cijeli racionalni eksponent e, ako pod B, razu- 
mijevamo cio broj tijela XC,. Uzeli smo, da je p prost prema broju r, 
pa možemo stoga odrediti cijeli broj P,, koji zadovoljava kongru- 
enciju pg, = 1, (2). Tada je i ?, prost prema broju T i stoga bi- 


4 —_- 
kvadratan normni ostatak tijela &(Vu,4) s obzirom na 7 tako, te 
možemo staviti 


Pi = N,,k (Ci), (7%), 


gdje nam je Ć, cio broj tijela X,. Prema tomu mora v uvijek da 
zadovolji kongruenciju oblika 


vs MN,,k (A,B;,C,?), (7%), 


a tim je tredi poučak dokazan. 
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Još ćemo dokazati ovaj poučak: Ako su v i », dva cijela broja 
u tijelu &, a njihov kvocijent — jednak relativnoj normi N,,x 


kojega cijeloga ili slomljenoga broja A, u K,, to su ti brojevi v 1v,, 
ako je prost od 2 različan u u kao faktor sadržan broj, ili za- 
jedno bikvadratni normni ostaci ili zajedno normni neostaci. 

Prosti je broj r u tijelu X, jednak četvrtoj potenciji izvjesnoga 
prostoga ideala B,. 

Ako stavimo y = N, x (T)), gdje T, ima biti cio broj u tijelu 
K,, jasno je, da je yv sigurno bikvadratan normni ostatak, ako je 
v takav. Stoga treba samo još dokazati, da je i obrnuto, ako je 
vw bikvadratan normni ostatak, broj v bikvadratan normni ostatak. 

Neka bude z u v sadržan u a-toj, a u Y u č-toj potenciji. Ko- 
likogod velik bio e, uvijek treba da postoji kongruencija oblika 


mw=N,,x (4), (779), 


u kojoj je f2, cio broj tijela X). Uzet ćemo, da je u toj kongru- 
enciji e veći od a. 

Budući da je = = ŽB,“, sadržan je prosti ideal ?, tijela X, ul, 
točno u č-toj, a u A, u (a-+b-b)toj potenciji. Sada neka bude = 
cio sa 5 djeljiv, a prema = prost broj tijela &; onda je A, o 

iv 1 
cio broj u K,, a iz gornje kongruencije izlazi 


sv=Na(4), (70). 


No budući da smo uzeli, da je x prost prema s, može se odrediti 
cijeli broj *, tako, da bude zadovoljena kongruencija *%, = 1, (=“). 
Stoga izlazi iz zadnje kongruencije 


v= Ni, k (&A,), (59; 
v je dakle bikvadratan normni ostatak s obzirom na z. 


Sada ćemo lako dokazati postavljenu tvrdnju. Ako je — jednak 
1 
normi N,,x kojega cijeloga ili slomljenoga broja u tijelu K,, to mo- 


ae 


...V 
žemo staviti EE 
1 


, Sdje nam % i Y, predočuju norme _N, z ci- 


a7 
u 


jelih brojeva u K,. Napišemo li tu jednadžbu u obliku »Yy=yxrY,, 
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to se, budući da vi vy, a isto tako i % i “%Y,, moraju biti ili 
zajedno bikvadratni normni ostaci ili normni neostaci, neposredno 
vidi, da to i za brojeve v i “, vrijedi. 

Napokon ćemo uzeti, da su u i v cijeli brojevi tijela x, a u da 
nije djeljiv nikakvim kvadratom cijeloga broja, pa da je 7 prost 
broj tijela & različan od ), koji je u svakom od brojeva u i v 


sadržan točno u prvoj potenciji. Tada možemo staviti zu. tako, 
uo 


da budu p i s cijeli prema 7 prosti brojevi u &. Iz te jednadžbe 
izlazi 
v 


Zo == pru 


a iz nje poradi toga, što je 
i. 
u 
_E=,(Č) 


zaključujemo, da v i —ps5 moraju zajedno biti ili bikvadratni 
normni ostaci ili neostaci. 

Za posebne brojeve u i v, što smo ih u ovom paragrafu pro- 
matrali, definirat ćemo osobit simbol na ovaj način. Neka bude z 
prost od 2 različan broj u &, koji je sadržan u u točno u a-toj, u v 

ad 
točno u d-toj potenciji. Stavimo li >= tako, da budu 5 i S ci- 
u G 
jeli prema TZ prosti brojevi, neka bude naviješteni simbol kia 
definiran jednadžbom : ( 


Me 


Lako se možemo uvjeriti, da je u svim slučajevima, što smo ih 
promatrali u ovom paragrafu, v onda i samo onda bikvadratan 


£ -— 
normni ostatak tijela &(Vu,i) s obzirom na r, ako je 


e_z 


\ = / 


Raširenje vrijednosti toga simbola za ostale moguće slučajeve 
nije za našu svrhu potrebno. Isto ćemo se tako poslužiti u ovoj 
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radnji samo dvjema snošajima, koji vrijede za uvedeni simbol. Ako 
šu naime €& ie dvije potencije broja # a &a+-+1, to postoje 


jednadžbe: 
/&v, i) KE Je, el |», 2) ' 
lm gj l=Jl=j 
EzE Pi a fila 
ll = zu) 


Da su te jednadžbe istinite, izlazi iz same definicije simbola. 
Prelazimo k istraživanju bikvadratnih normnih ostataka s obzirom 
na prosti broj A=1+1. 
Dokazat ćemo ponajprije ovaj poučak: 
Cijeli je broj = tijela &, ako je a i u# 0, (2), onda i samo onda 


4 - 
bikvadratan normni ostatak tijela k(Vu,i) s obzirom na 2, ako je 
s obzirom na 2“ kongruentan normi N, x kojega cijeloga broja 


A, tijela X. 
Uzmimo, da postoji kongruencija oblika 


«= N,x (A), (29), 


onda je dvoje moguće: ona vrijedi samo s obzirom na \* ili još 
i s obzirom na 2“. 

U prvom slučaju valja nam promatrati broj B, = (1+M)'A,. 
Za normu MN, ,;(B,) toga broja vrijedi jednadžba: 


NKB) = (1+4)'N KA) = NAD) +e, 
gdje je p£ 0, (2). No po pretpostavci je 
— N,k(A) 20, (29), #0, (0), 
stoga poradi jednadžbe 
— NEB) =2—N,,x(A)— 1%, 
zaključujemo, da je 
a: N,,x(B), Q). , 


Vidimo dakle, da je 2, kako je s obzirom na 2* kongruentan 
relativnoj normi N, x kojega cijeloga broja B, tijela K;. već i 
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s obzirom na 2X" Kkongruentan takovoj normi. Stoga nam ostaje 
samo još, da dokažemo, da iz kongruencije oblika 


«= N,,k (A, (2%), e > 7 


već i analogna kongruencija za svaku potenciju broja 2 izlazi. Iz 

te kongruencije zaključujemo, ako ona više ne vrijedi za 24 +1, da 
postoji i ova: 

dec 

N, 1; kC A) 


No budući da je € > 7, mora biti uvijek 


dob). N65); 


In 


1+X=(1—2-9), (QT7) 
tako, da je 
a=21 i, k LU — x+) A, |, (2€ F1). 


Postupamo li ovako dalje, uvjerit ćemo se općeno o ispravnosti 
naše tvrdnje. 

Stoga nam valja samo odrediti ostatke, što ih daju norme N, x 
cijelih brojeva = tijela X, s obzirom na 2* ili na 2". Sva se 64 
ostatka s obzirom na X, koji nijesu djeljivi sa A, mogu predočiti 
u obliku: 

i“ (3+ 2) (1+4iy, 


. gdje a,b,c mogu imati vrijednosti 0, 1,2, 3. Uvest ćemo pokratu 
i% (3-21) (1+ 41)" = (a, b, c) 
tako, da za svaki cijeli broj x tijela & postoji kongruencija 
2 = (dg, Day Ea), (7). 


Da se lakše uzmogne shvatiti ono, što dolazi, napisat ćemo sva 
ta 64 ostatka s obzirom na 2" pregledno razdijelivši ih u 16 grupa 
ovako: 


1. grupa. 2. grupa. 3. grupa. 
#2(1.0,0) —1:(3,0,0) 31 = (3,2,3) 
4+3=(1,0,3) 4£—3=(3,0,1) 4-+- 34 = (3,2,0) 
—4+1=(1,0,1) —4—1:(3,0,3) —4-+-34 = (3,2,2) 


8-bi = (1,0,2) 8—i £ (3,0,2) 8++-3i = (3,2,1) 
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4. grupa. 
— 8 = (1,8,3) 
4—3i=(1,2,2) 
—4— 3: (1,4,0) 
8—3=(1,2,1) 


1. grupa. 
--2—34=(1,3,3) 

8—1 = (1,3,2) 
—6—+= (1,3,0) 

6—1=(1,3,1) 


10. grupa. 
3-+-2i = (0,1,0) 
3—2 = (0,1,3) 
3+ 6i = (0,1,1) 
3— 6% =(0,1,2) 


13. grupa. 
1 = (0,0, 0) 
1-4 = (0,0,1) 
1—4=(0,0.3) 
1--8 = (0,0,2) 
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9. grupa. 

2-H-1 = (3,3,3) 

6-1 = (3,3.0) 
— 221 = (3,3,28) 
—6--+ = (3,3,1) 


8. grupa. 
—2—3=(3,1,3) 
2 — 34 = (3,1,0) 
—6—3i=(3,1,2) 
6— 3 = (3,1,1) 


11. grupa. 


—(1+21) = (0,3, 2) 
—(1—2i) = (0,3,3) 
— (1+ 6%) = (0,3, 1) 
—(1—61) = (0,3, 0) 


14. grupa. 
—1 =(2,0,0) 
—1+41=(2,0,3) 
—1—4=(4,0,1) 
—1-28: = (2,0,2) 


16. grupa. 
—3 = (0,2,3) 
—3>+4=(0,2,0) 
—3—4=(0,2,2) 


—3-+-8i = (0,2,1). 
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6. grupa. 
2 2-34 = (1,1,3) 
6 +83 = (1,1,2) 
— 8 +834 = (1,1,0) 
—6--3 = (1,1,1) 


9. grupa. 
1+2% = (2,3,2) 
1—2%=(2.3,3) 
1-+-61 = (2,3,1) 
1— 6i = (8,3, 0) 


12. grupa. 


— (3-2) = (2,1,0) 
—(3— 28) = (2,1,3) 
— (3-+6i) = (2,1,1) 
—(3—6) =(48,1,2) 


15. grupa. . 
3 =(2,8,3) 
3-+-4i = (4,2.8) 
3— 412 (2,2,0) 
3-+-8 = (2,2,1) 


Ž — 
Ponajprije ćemo se zabaviti tjelesima &(KV'u, i), koja su određena 
4 CI 


brojem 


I. slučaj. 


4, a u nije djeljiv sa 2. 


1—u=0, (2), £0, 


u. je ostatak prvih osam grupa; A je sadržan u relativnoj diskri- 
minanti DD, ;. Iz pretpostavke o broju u izlazi kongruencija 


1+M,=0, (%), #0, 


ako je “, prost ideal tijela X,, koji se nalazi u 2. 


($ ), 
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Uvedemo li pokratu: 
a=1+M, 2,=1+M;', =1+M)1+M), 
to postoje snošaji : 
0:0, &), +0, 9% M:0, (0), #0 (29, 
(), = 0, ($ ), : 0, (£, *); 

N,,k (£4) =1—u =0, (9), £0, (2%, 
N,,k (4) =(1—)?20, (9), #0, (09), 
N,,k(£) Si (1— u)? =0, (2), # 0, (4%). 


Poradi tih snošaja postoji za svaki cijeli broj A, tijela K,, koji 
nije djeljiv sa %,, kongruencija oblika: 
Az oz (1H0JĆ (I+HAJE (IH 
(1+) (+0) (IH) 


1x069 ag0)69 (1 +2460,)9%, AN; 


u toj je kongruenciji 2 koji mu drago cio broj tijela &, koji nije 
djeljiv sa A, a eksponentima a treba podijeliti vrijednosti 0, 1. Svi 
brojevi, što se dobiju na taj način, jesu među sobom inkongruentni. 
Njihov broj 2%" podudara se s brojem ostataka u tijelu X, s ob- 
zirom na 2, koji nijesu djeljivi sa 2. 

Iz zadnje kongruencije izlazi jednostavna kongruencija za 
N,,k (A). Ponajprije je 2* = 1, (2?), zatim je 


N,,k(1-HX*Q,) =1 za svaki £, 
N,,k(1+YQ)=1 za t>0, (7), 
NI HQ) =1 zat>2, 


pa ako se napokon obazremo na to, da je 


N,,k(1+H20,) 21+8i,  (&), 
N,kQH+HAQ)=1 dl 1+8i, (21, 


možemo zadnju normu izostaviti, jer je (1+68W)?=1, (27). te 
nam za N, y (A,) izlazi ova kongruencija : 


N,,x(4) = (1+8i)*N,,; U+Q)PN,,x GHA)EN,, g I-PHMJŠ, 


(x); 
u njoj treba eksponentima a,b,c, d podijeliti vrijednosti 0, 1. 
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Svih je 16 ostataka s obzirom na 2, što ih tako dobismo, među 
sobom inkongruentno, kako se vidi iz kongruencija: 


N,,k 4 +) 21+1+%, 

N,,k +0) 21+Mbs, u 
Nk OH) 21H R+e, (27) 
N,,kQ-+HVA)=1+2. 


u kojima su 2,6," izvjesni cijeli brojevi tijela k. 
II. slučaj. 1—u=0, (22), £0, (25). 
Relativna diskriminanta D, x sadržava 2. U tom je slučaju 
1+ M, 20, (82). £0, (M5). 


Hoćemo li, da nađemo za cijele brojeve A, tijela A, kongruenciju 

analognu kongruenciji u prvom slučaju, treba potražiti u tijelu X, 

cio broj, koji je = 0, (&), #0, (#2). Takav je broj n. pr., 

ako jeu=1+%,ii =(3-+2%), (2), 
1+2M+M,* _ 
TE 0, ( 

non ukEI—2i ili = —(3 — 26), (29), 

rant :0. (8), £0, (8,2). 


4), #0, (%*), 


Uvedemo li oznake: 


o—1+M+M* 


% ž 
= a oi = Enmrai, Q,=1+M,; 
_ 1+M)aRHM+M,") .._(1+M)OI+AM+M) 
np A o“ be AE < 7! 


možemo za A, napisati kongruenciju 


A, = 2 (1+) U+0) (1+) 
(12H) % (IH) (DHM)5 


(1-H25Q,)%5 (1+250,)9: (IHAA. (25); 


tu treba eksponentima podijeliti vrijednosti 0,1, a za 1, (2, 12, 
uzeti netom navedene vrijednosti, dok za 2 vrijedi isto, što u I. slučaju. 
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Promatramo li norme N, x brojeva od oblika 1+-2*M, i)*+M,, 
gdje s ima biti pozitivan cio racionalan broj, pa obazremo li se 
pri tom na to, da je produkt dvaju normnih ostataka opet normni 
ostatak, uvjerit ćemo se brzo, da su ostaci 11., 12., 18. i 16. grupe 
s obzirom na 2" normni ostaci s obzirom na A. Istražimo li pak 
normu N, x broja A,, pokazat će nam lak račun, da osim nave- 
vedenih 16 normnih ostataka drugih nema. 


III. slučaj 1—u=0, (29, #0, (24). 


u je ostatak 10. ili 11. grupe s obzirom na 2". Relativna diskri- 
minanta D, x opet sadržava A. U tom nam je slučaju 


1+M = 0, (4), £0, (8,9), 
ali je cijeli broj tijela X, 
1+ M)a1+M? 
Tralar7.9, (&), #0 (89. 
Stoga možemo uvesti pokrate 


, = (rar Q,=1+M;!, A=1+M, 


pa za svaki cijeli broj A, tijela KC, napisati kongruenciju: 


A za (1+) (1+?) +0) 
(1+30,)% (1 +Q)I- (14204) 
(2+20,)% (1+): HAS 


(1-H4Q)% (1+) (LHASA), 9; 


za 2 i eksponente vrijedi ono, što i u pređašnjim slučajevima. 
Istražimo li normu N,,z broja A,, uvjerit ćemo se lako, da su u 
tom slučaju ostaci 9., 12., 13. i 16. grupe s obzirom na 2? bikva- 
dratni normni ostaci, no ti se ostaci mogu dobiti i promatranjem 
jednostavnih brojeva oblika 1-2*M, i "+ M,. 

IV. slučaj. u je ostatak 15. grupe s obzirom na 2". Osim toga 
slučaja promatrat ćemo još peti slučaj, u kom je u ostatak 13. grupe. 
Ostale nam slučajeve nije od potrebe promatrati. 


Istaknuti nam valja ponajprije, da su u svim tjelesima ke, i), 
u kojima je = +1, (2%), ostaci 13., 14., 15. i 16. grupe s ob- 
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zirom na 2" bikvadratni normni ostaci. O tom se lako uvjerimo, 
ako pretražimo norme N, y brojeva od oblika 1+-2M, i +4, 
te se uz to poslužimo činjenicom, da je produkt dvaju normnih 
ostataka i opet normni ostatak. 

No da nađemo ostale bikvadratne normne ostatke u slučaju, da 
je “ ostatak 15. grupe, ne možemo se više poslužiti postupkom, 
što smo ga dosada upotrebljavali, jer se A doduše nalazi u diskri- 
minanti D, x ali se ne nalazi u diskriminanti D,, pa nije više 
jednak četvrtoj potenciji prostoga ideala tijela X,. Moramo tražiti 
drugi put. 

4 
Poslužit ćemo se činjenicom, da u tjelesima k(Vu, i), što ih sada 


1 
promatramo, M, =V u. ne može biti kongruentan cijelomu broju 
tijela XK s obzirom na 1. Da je tako, uvjerit ćemo se ovim na- 
činom. Cijeli su brojevi tijela AC od oblika 


a +-PM,? 
M? 


gdje su a i B cijeli brojevi tijela &, a « može imati koju od vri- 
jednosti 0, 1,2. Da pak bude 


treba da je 
a —WM,+6M? 0, (+1) 


N,,k(z—2M+#M,?) = 0, (2464+). 


No ako doista načinimo tu normu, te se obazremo na uvjete S 1.. 
što ih moraju ispuniti brojevi a i 8, jer ——————-——— > treba 


da bude cio broj, pokazat će nam račun, da zadnja kongruencija 
ne može postojati. | 
Označimo li sada brojeve 1+ M, i M (1+M,?) sa i M. 


izlazi iz dokazane činjenice, da brojevi 


1+, 1+, 1+MA,,...... 1+V0,, 
1+, 1-PM&, 1+9M0,,...... 1+, 


koji su poradi kongruencija 
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Q=0 (8), #0 (B?); 
N,=0, (8), £0, (£%) 


među sobom inkongruentni s obzirom na 2%, ne mogu biti kon- 
gruentni kojemu cijelomu broju tijela ZČ s obzirom na 2". t, je 
prost ideal tijela X, kojim je A djeljiv, a u našem je slučaju 
i\=2,?. 58, 

Po tom su svi brojevi oblika 


(DA GI+AQ) (DRHMA)JA U+HAQ)E 0. (1--15Q,)% 
(1+) (120,8 I RHMNQEe i... (1+40,)b, 


gdje je A koji mu drago prema 2 prost cio broj u K, a ekspo- 
nenti a;,b, mogu imati koju od vrijednosti 0, 21, među sobom 
inkongruentni s obzirom na 2%. Broj svih inkongruentnih ostataka 
tijela KC, s obzirom na 2“, koji su prosti prema 2, 2!" puta je veći 
nego broj takvih inkongruentnih ostataka tijela X s obzirom na 2*. 
Prema tomu čine navedeni inkongruentni brojevi s obzirom na 2* 
samo polovinu mogućih prema 2 prostih ostataka tijela A, s ob- 
zirom na 2. Cijeli broj 


irMrili'— M“ 
,\ 3 


sigurno nije nijednome od navedenih brojeva kongruentan s obzirom 

na 2% jer su norme N, x tih brojeva ostaci 13., 14., 10. i 16. 

grupe s obzirom na 2", kako se već iz njisove građe vidi, dok je 
*—iM 

norma N,,x broja ni +M+iM . ostatak 6. ili €. grupe ; 


postoji naime kongruencija : 


ia o 
N, (A-0): 2—i, (9) 


, 


jer je u ostatak 15. grupe s obzirom na 2". 
Pridodamo li dakle soka (1), što ih već nađosmo, produkt 
do 
znaka? S nar , dobit ćemo 


tako potpun sustav prema 2 prostih Pune nA tijela 
K, s obzirom na 2". 

Načinimo li sada norme N, ; svih tih brojeva, pa promislimo, 
da moraju svi ostaci 5., 6., 1. i 8. grupe biti bikvadratni normni 


svakoga pojedinoga s brojem —————- 
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ostaci, kako je samo i jedan ostatak tih grupa bikvadratan normni 
ostatak, jer su svi ostaci 13., 14., 15. i 16. grupe bikvadratni normni 
ostaci, razabrat ćemo odmah, da polovina mogućih ostataka tijela & 
s obzirom na 2? daje bikvadratne normne ostatke s obzirom na 2. 


V. slučaj. u je ostatak 13. grupe s obzirom na 2". 


Relativna diskriminanta D, y nije djeljiva sa A. Pokazat ćemo, 
da su u tom slučaju sva 64 ostatka s obzirom na 2" normni ostaci 
8 obzirom na \. 

Po onom, što smo kazali kod IV. slučaja, sigurno su ostaci 13., 
14., 15. i 16. grupe s obzirom na 2" u sadašnjem slučaju bikva- 
dratni normni ostaci s obzirom na 2. Nadalje nalazimo, da je 


| usi od 
Na (Cbih+a+M'—iM Li, a9, 


ako je u =1, (2%). Norma je toga broja dakle ostatak prvih če- 
tiriju grupa s obzirom na X. Iz toga već izlazi, da su svi ostaci 
tih četiriju grupa bikvadratni normni ostaci s obzirom na 2. No 


' 3 bj 
budući da je norma N, z cijeloga broja mar 


na (E r+M). 1 (X), 


to moraju svi ostaci s obzirom na X! biti bikvadratni normni ostaci 
s obzirom na \. ' 


Ako jeu=1+41, (2%), zaključujemo poradi toga, što je 


Ma 8 
N,, k (CratHiMt+ M) =2—1+2i, (2), 


da su ostaci predzadnjih četiriju grupa s obzirom na 2? bikvadratni 
normni ostaci s obzirom na 2. No budući da je 


1+M\_. 
a el SE (2?) 


sigurno ostatak prvih osam grupa, to već odatle izlazi, da su svi 
cijeli brojevi tijela &, koji nijesu djeljivi sa 2, bikvadratni normni 
ostaci s obzirom na \. 
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VI. slučaj. “ u=z0, Q), £0, (27). 


Za X vrijedi jednadžba A1==Q,(, gdje je 2, prost i deal tijela X, 
Stoga ije 
M,=0, (8), £0, (2, 


pa se može za svaki cijeli broj 4, tijela K, naći kongruencija 


Az=2(1+M) 1+M)? G+M? 
(1+) (1+?) (ZHIM ĆA 


oma, NE > Ze I a A i A nn i S SG Vo pr 


(1-HM,)%* (14H, 2) (1-1)9M, 9), QA); 


2 je cio broj tijela &, a eksponenti 4, by, € mogu imati koju od 
vrijednosti 0, 1. 
Lako se možemo uvjeriti, da je 


N,k(Q1+XM9)=21, (9), 
ako je #>2 ag==1,2 ili 3; nadalje, da je 
N,,kQOU+M)=1 (0, 
i konačno, da je 
N,,k 1 H2M,) 2Nx(1+2M,9), Q). 
Prema tomu dohlemno za N,,x(A,) ovu kongruenciju: 
N,k(A)=(— 0) (2—0)? 1 — ps (1— 40), (9). 


Tih 16 ostataka svi su među sobom inkongruentni. 


Sada možemo u svakom slučaju, što smo ih promatrali, bikva- 
dratne normne ostatke u istinu izračunati. Resultati računa sastav- 
ljeni su u ovoj tablici. Sa v označih bikvadratne normne ostatke, 
koji nijesu djeljivi sa 2. 


R.J. A. 154. 3 
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kz(n, bd, o), (X) va (a', b', 6), (X) 
a#0, (8); b=0 b'=0 


ai#0, (8); b=2 


 4#0,(8); b=2 2a' +-b' = 0, 4) 
a=b#£0, (8); a+b=2, 4) 


a'+b' =0, (4) 


a#0, (8); b£0, (2); abb=4 = 
a=2; b+i0, (2) I ==0 
a=0,; b£0, (2) | d'+2b'=0, (4) 

a=sb=0 a', d', c' povoljno 
a=b=2 i 


š o . Ttbs0, (2) 


u:As (a, b, e), (2) 


a=1, 


“=0 
2a'--ce'=0, (4) 


| 

| 

ba i o 
| 8 +e=0, (4) 

| 

| 

| Ma'+-b)+c=0, (4) 


3 a w--2b'--e'=0, (4) 
a=1, b=1 | d'—c=0, (4) 
a=1, b=3 o oah0=0, (g) 
a=3, b=1 | a'-+-28b' —c=0, (4) 
a=2 b=3 | «#+V+c=0, (4) 
a=0, b=1 i: a'-bb—c=0, (4) 
a=0, b=3 su a —bv-e=0, (4) 
a=2, b=1 a —bv—c=0, (4) 
a=0, b=0 Nu b' be 20 () 
a=2, "= hi =cb—c=0, (4) 
a=2, b=2 = 29-W+et=0, 


a==0, b=2 2a' —bV' —c=0, (4) 
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Iz te tablice vidimo, da je v onda i samo onda s obzirom na 


X bikvadratan normni ostatak tijela & Vai 9, za koje je u#0, 
(2), ako je 
(3 'b—ab +2bb' _ 1. 


Nadalje razabiramo, ako je u=0, 0), a E 3 "(0 b, 9, (17), da 


je v samo onda bikvadratan normni ostatak pa k (Ve, i) 8 ob- 
zirom na 2, ako je 


te — (a'b—ab' + 2bb') _1 


ša 
,\ bj 


i definirati ga ovako. Ako je u £0, (2), neka bude 


Uvest ću poseban: simbol 


LEA gm jsb— ov + 2bb" . 
SRE u 


ako je pak u=0, (2), a < = (a, b, c), (27), stavit ćemo 


3 u h = tbke' —(a'b—ab' + 20b:) 
X 


Za one sijeno broja u, što su sadržane u tablici, v je onda 


i samo onda bikvadratan normni ostatak tijela & Vu, i) s obzi- 
rom na 2, ako je 


Od snošajeva, što postoje za taj novi simbol, navest ćemo samo 
neke, koji će nam poslije trebati. 

Neka budu u, M, Ma tri prema 2 prosta cijela broja tijela , 
koji su različni od_+ 1 i nijesu djeljivi nikakvim kvadratom ci- 
jela broja tijela &; nadalje v, %, Ya tri koja mu drago prema 1 
prosta cijela broja istoga tijela, to valjaju ove jednadžbe: 

* 


iii a = ==: ere 
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(1) ", masika! 


bod J/»Mmu\_ v, X v, u 1-1 

(2) VK O Ai E , 

Ispravnost tih jednadžbi izlazi iz same definicije simbola. U 
drugoj jednadžbi (1) treba da su u, i u, relativno prosti brojevi. 


8 5. 
Dvoličniideali u tjelesima Ki K,. 


Prosti ideali tijela X, koji su sadržani u relativnoj diskriminanti 
D; kao faktori, odlikuju se tim, da ostanu nepromijenjeni, ako se 
podvrgnu supstituciji S. Isto se tako ne mijenjaju prosti ideali 
tijela K,, koji su sadržani u diskriminanti D,, g, ako se na njih 
primijeni supstitucija S,%. Proste ideale prve vrste nazvasmo dvo- 
ličnima u tijelu X s obzirom na tijelo &, a proste ideale druge 
vrste dvoličnima u tijelu X, s obzirom na X. 


Poznato je, da se osim navedenih prostih ideala nijedan prost 
ideal tijela X ili K, ne odlikuje pomenutim svojstvom. 

Nadalje smo nazvali proste ideale tijela X,, koji se.ne mijenjaju, 
ako se podvrgnu supstituciji S,, dvoličnima u tijelu ZČ, s obzirom 
na k. | 

Razlikujemo dvije vrste takovih prostih ideala: jedni daju dig- 
nuti na četvrtu potenciju broj tijela &, dok drugi dignuti već na 
drugu potenciju daju takav broj. U tjelesima, što ih mi proma- 
tramo, pripadaju svi dvolični prosti ideali tijela X, s obzirom na 
K, koji nijesu sadržani u, k prvoj vrsti. Budući da smo brojeve 
2, koji pripadaju k 14. i 1G. grupi ostataka s obzirom na \', 
. isključili, pripada prosti ideal #, tijela KK, sadržan u 2 k drugoj 
vrsti dvoličnih prostih ideala samo onda, ako je u=3, (1%), dok 
je u slučaju u=3 +- 4i, (21%) prosti ideal #, dvoličan s obzirom 
na K, ali nije s obzirom na k. 
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Analogno ćemo svaki ideal 2%, tijela K zvati dvoličnim u K 
s obzirom na X, ako se ne promijeni podvrgnut supstituciji S 1 
ako ne sadržava nikakav broj tijela & kao faktor; nadalje svaki 
ideal 2[,, x tijela .X,. dvoličnim u X, s obzirom na X, ako se ne 
promijeni podvrgnut supstituciji S,* i ako ne sadržava hikakav 
ideal tijela ZČ kao faktor; napokon svaki ideal 2,, x tijela X, dvo- 
ličnim. u XK, s obzirom na &, ako se ne promijeni porabom sup- 
stitucije SL i ako uz to ne sadržava nikakav broj tijela & kao 
faktor. 


Ako se označe sa £,, 2,,..... &, prosti ideali tijela X, koji 


su u diskriminanti .D, sadržani kao faktori, to se mogu svi dvo- 
lični ideali %, prikazati u obliku 


0. ii 
UM JRNANE nd 


ako eksponentima podijelimo vrijednosti 0, 1. 

Označimo li sa &,,, Lj, +. + ise proste ideale tijela X,, koji 
su u diskriminanti D,,z sadržani kao faktori, možemo sve dvo- 
lične ideale 2l,, zr prikazati u obliku 


ako eksponentima podijelimo vrijednosti 0, 2. 
Treba još da istražimo dvolične ideale 2,, x. Ti ideali zadovo- 
ljavaju jednadžbu 


SU = Uk > 
Rastavit ćemo %l,,x u proste ideale, pa neka bude 
Ae=FPANE,... : 


gdje nam f$,, 2, %,,€,.... označuju proste ideale tijela_X,. 
Podvrgnimo tu jednadžbu supstituciji S,, pa ćemo dobiti 


512 )% == SB, . SO, š SN A S, .... 


no budući da je 4%,x = A,,g , moraju produkti 'BpA,đ S, . . 
i SR. 4. SM, SE... sadržavati iste proste ideale i u 
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istom broju. Uzmimo, da je S%, + B,, ali 5,8, = 0,, to sadr- 
žava %,,x produkt #B, . SB, kao faktor. Kad bi bilo još i 8,2%, 
+B,, morao bi se sav broj N,,z (B,) sadržavati u idealu 2, 
no to se ne slaže sa svojstvom toga ideala. Ako dakle %f, nije 
dvoličan s obzirom na k, svakako mora biti dvoličan s obzirom 
na K. To je pak u našim tjelesima moguće samo kod prostoga 
ideala Q,, koji je a A sadržan, i to, ako je u=3-H-4i, (1). 

Vidimo dakle, da dvolični ideal %,,x sadržava samo dvolične 
proste ideale s obzirom na k kao faktore, i da samo u slučaju 
u=Z83 + 45, (1%) može povrh toga još sadržavati produkt ideali 
Qi 8,9, tijela X, koji se nalaze u 2. 


8 6. 
Dvolični idealski razredi A,,x. 
Svaki ćemo idealski razred tijela K,, koji se supstitucijom S, ? 
ne mijenja, zvati dvoličnim s obzirom na tijelo X, pa obilježiti ga 


sa A,, g tako, da postoji jednadžba: 
S ALKZE AK 


Prva je zadaća, da se odredi stepen razredne sveze!, koja je 
određena dvoličnim idealskim razredima 'A,, x. 


Gospodin je Hilbert istražio razrednu svezu, što je čine dvolični 
idealski razredi relativno kvadratnoga tijela pod pretpostavkom, 
da je podređeno tijelo uza sva svoja konjugirana tjelesa imaginarno, 
a broj idealskih razreda toga podređenoga tijela neparan broj. Prvi 
je uvjet i u našim tjelesima KK = k (Vip, +) zadovoljen, no zadnji 
ne mora biti. Ipak se može na sličan način s nekim promjenama 
odrediti stepen spomenute razredne sveze. 

Ponajprije nam valja odrediti stepen onoj razrednoj svezi, što 
je čine idealski razredi, koji potječu od dvoličnih ideala, to znači, 
koji sadržavaju među svojim idealima dvolične ideale tijela K, ili 
pak produkte takovih ideala s idealima tijela X. 

Isključit ćemo zasada slučaj, u kom je K = (Vi, i). Ako tada 
jedinice tijela K, koje su jednake normama /N,,x jedinica tijela 
K,, čine svezu jedinica* stepena v, to nam idealski razredi, koji 


1 Classenschaar. 
* Einheitensehaar, Einheitenverband. 
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: od dvoličnih ideala potječu, čine razrednu svezu stepena #-+-v —3, 
ako sa # označimo broj prostih ideala tijela K,, koji su u rela- 
tivnoj diskriminanti .D,, g sadržani kao faktori. 

Makar kolik bio v, iz jednadžbe 


& 
Vu = M, = Aaaa... ura 


gdje su Žig» Sisg9 + + + + iss ili svi dvolični prosti ideali tijela .Z, ili 
svi osim idealA, koji su u A sadržani kao faktori, vidimo, da se 
jedan između razreda L,,,, Ž4,;y < + + + Zupa» koji potječu od ideala 
Bono Bioao + ++ + Bog, može izraziti ostalima S—1 razredima. Sada 
još treba istražiti, da li su ti razredi među sobom neovisni. 
Poznato je, da se može u tijelu X, poradi osobite građe tijela 
K naći sustav temeljnih jedinica! H,,,, H,,;, koji se odlikuje tim, 
da H* H* [0], gdje su a,, a, cijeli racionalni brojevi, a [0] jedi- 
nica u K,, kojoj je kvadrat u X, može samo tako biti simbolična 
(1—8S,?)ta_ potencija? koje jedinice E, tijela X,, da budu 4 ia, 
taki brojevi. Nadalje se može za svaku jedinicu E, tijela X, od- 
rediti lih eksponent f tako, da bude | 


— H% u? 
"= se p [0], 
gdje a,, a, i [0] imaju pređašnje značenje. 
Ako je pak E norma N,,x koje jedinice tijela K, i ako sta- 
vimo 


H=N,K(H,) h= Nr (Hip) 
to postoji uvijek jednadžba oblika 
E=H% HH [0] 
12, 


b, i b, jesu cijeli racionalni brojevi, a [0*] ima pređašnje značenje. 

Ako jedinice tijela X, koje su jednake relativnim normama N,, x 
jedinica tijela X,, čine svezu jedinica drugoga stepena, to je prije 
spomenutih #—1 idealskih razreda među sobom neovisno, o čem se 
možemo uvjeriti, ako isto onako postupamo, kao gospodin Hilbert 
u svojoj teoriji Kummerova brojnoga tijela. 


i ein System von Grundeinheiten. 
2 po Kroneckeru. 
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No ako rečene jedinice tijela ZČ čine svezu jedinica prvoga ste- 
pena, to valja za svaku takovu jedinicu E jednadžba oblika: 


E=H" 0; 


u je cio racionalan broj, a 9 jedinica tijela K. I za normu 
Nj, K (Pia) = H, druge temeljne jedinice mora postojati takova 
jednadžba; neka bide | 


b, 
H, = H. Q%2, 


gdje je b, opet cio racionalan broj, a 0% jedinica tijela K. 
Poradi te jednadžbe valja za jedinicu 


E, = pi H, a 91 


121 


jednadžba: 
Nk (E)=1. 
Stavimo li pokrate radi 
1+E=4, 
to je 
4-8 =E,. 


Možemo dokazati, da glavni ideal A, nije ideal tijela K, a nije 
ni produkt takova ideala s brojem M,. Kad bi to tako bilo, izlazila 
bi u oba slučaja jednadžba oblika 


HH," =E,*", 
171 


u kojoj je E, jedinica tijela X,. To bi pak bilo protivno temelj- 
nomu svojstvu jedinica H,,,, H,,,. 
Napokon može biti v =0. Tada moraju postojati dvije jed- 
nadžbe oblika 
H, = 9%, H, =. 


Promotrimo jedinice 
9-1 
E, sos =H, 21 , =, 9 
Za njih vrijede jednadžbe: 
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NK (E) == 1, N,,K (E,) =1 


Stavimo li | 
1+E=4,1+R,=4, 


to postoje snošaji : 
A LEA E, 


Kao što smo u pređašnjem slučaju pokazali za A,, tako možemo 
sada pokazati za A, i A,, da nijesu ideali tijela X, a ni produkti 
takovih ideala sa M,. No A, i A, ne mogu ni među sobom biti 
jednaki ni razlikovati se možda samo faktorom, koji je ideal u 
tijelu XK, jer bi u oba takova slučaja izlazila jednadžba, koja se 
ne slaže s temeljnim svojstvom jedinica H,,,, H,,,. 

Označimo li sada sa L,,,, Liha, + + < + Lis idealske razrede, koji 
potječu od prostih ideala &,,, Siog: + - + + Sre tijela Xi, to izlazi 
iz onoga, što smo netom razvili, da u slučaju v = 1 ima ponajviše 
t— 2, a u slučaju v ==0 ponajviše t— 3 neovisnih idealskih raz- 
reda. 

Hoćemo li pak, da dokažemo, da je broj tih neovisnih idealskih 
razreda upravo € — 2 ili #— 3. a ne manji, treba da postupamo 
onako, kao što postupa gospodin Hilbert kod sličnoga istraživanja 
u Kummerovu tijelu!. 

I u slučaju K, = k (Vs, i) uvjerit ćemo se o ispravnosti po- 
stavljene tvrdnje o stepenu razredne sveze, što je čine idealski 
razredi, koji potječu od dvoličnih ideala, ako se poslužimo Hilber- 
tovim postupkom za analogni slučaj Kummerova tijela!. Pri tom 
valja znati, da je broj idealskih razreda tijela X = (Vi, 4) lih. 

Kako je taj poučak dokazan, lako ćemo izvesti po Hilbertu? 
poučak o stepenu razredne sveze, što je čine svi dvolični idealski 
razredi A,, g, Ako sa v, označimo stepen sveze, što je čine jedi- 
nice tijela X, koje su bilo norme .N,, x jedinica bilo norme N,, x 
slomljenih brojeva tijela K,, naći ćemo, da je stepen. rečene raz- 
redne sveze t-HHv,—3, ako nam # označuje broj dvoličnih prostih 
ideala tijela X. 


! Jahresbericht IV, S 147, str. 449. 
Ž Jahresbericht IV, S 148, str. 458. 
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ST. 


Karakterni sustav brojeva i ideala tjelesa &, Ki K,. 


Ako je cijeli broj « tijela & kvadratan normni ostatak s obzi- 
rom na prosti broj r tijela &, t.j. ako za svaku potenciju *“ broja 
7, u kojoj je e pozitivan cio racionalan broj, postoji Kongruencija 


2= Nj (A), (€), 


gdje je A cio broj tijela ZC, razumijevat ćemo pod znakom 


2, U 
T 
broj + 1; u drugom slučaju broj — 1. 
Uzmemo li drugi cio broj B tijela &, vrijedi, kako je poznato, 


ovaj snošaj: 
x, U E do B, u 
LJ Te JN 


Neka budu Moa... . X prosti brojevi, koji su sadržani kao 
faktori u diskriminanti  Dy , a v koji mu drago cio broj u , to 


ćemo zvati 
(55) (55). (55) 


karakternim sustavom broja v u tijelu X. 
I svakomu idealu 3 tijela X možemo na sličan način pridijeliti 
karakterni sustav, i to ovako. Ako su svi simboli 


(u d, u i, u 
(5 ) (5 ) M ) 
jednaki —+- 2, neka se zove 


(= so '\, ie . P)\,....(2 = 3 
t 


karakternim sustavom ideala 3. Ako pak među simbo- 
lima karakternoga sustava broja # ima i takovih, kojima je vri- 
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a s | i, u 
jednost. — 1, a jedan je tih simbola n. pr. (55) pomnožit ćemo 
Ne; (3) prikladnom potencijom broja + tako, da bude 


N; (3) u) _ 
1 nazvati : 


(2005), (2B), (20) 


karakternim sustavom ideala J. 

Pođimo sada, da ustanovimo kvadratni kaskješti sustav za bro- 
jeve tijela X. 

A neka bude cio broj tijela X, a B prost . toga tijela. Ra- 
zumijevat ćemo pod znakom 

4 M 
(s. 

broj -h-1, ako se dade za svaku potenciju %“ sa pozitivnim cijelim 
racionalnim eksponentom prostoga ideala %B naći kongruencija oblika: 


A<žN,K (Ay), (Be), 


u kojoj je A, cio broj tijela XK, ; u drugom slučaju broj —1. 

Obazremo li se na ono, što je rečeno u pređašnjem paragrafu o 
dvoličnim idealskim razredima A,,zc, doći ćemo isto onako, kao i 
gospodin Hilbert u svojoj raspravi: ,Theorie des relativquadrati- 
schen Zahlkčrpers“ do jednadžbi, koje su za uvedeni simbol zna- 
čajne. Ako su naime A i B dva cijela broja u K;j M =Vu, 
M* = Vu* dva druga korijena cijelih brojeva u i u* tijela &, koji 
se razlikuju od +1 i nijesu djeljivi uk kvadratom sja 
broja, vrijede ove jednadžbe: 


4%) =(“y") (2,2) 
ap) (4p)(420). 
("s -)-(*) 


u drugoj jednadžbi mora biti (M, M*) = 1. 
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Označit ćemo sa 2,, *,.... 2 proste ideale tijela X, koji su 
kao faktori sadržani u diskriminanti Du K. Ako je tada 4 Mae 
cio broj u K, zvat ćemo 


AM AM A, 
(2) (6) (47) 
kvadratnim karakternim sustavom broja A utijelu X. 
Ako je pak 3, koji mu drago ideal u K,a3= NK), to 
je 33 ideal tijela K. Predočuje li nam A broj idealskih razreda ti- 
jela K, to je IZ = 9! glavni ideal u K. 


Uzmimo, da se kvadratni karakterni sustav svih jedinica tijela 
K sastoji od samih pozitivnih jedinica -|- 1; onda ćemo zvati 


(4) (A7) (27) 


kvadratnim karakternim sustavom ideala 3). 


Ima li pak u K koja jedinica E, kojoj kvadratni karakterni 
sustav ne sadržava same pozitivne jedinice -|- 2, nego je n. pr. 


(% = — 1, promatrat ćemo sve jedinice H tijela X, za koje je 
t 

H, M 

( % ) ski 


Ima li među tima jedinicama koja jedinica E', za koju simboli 


E, EM EM 
(4) (4) (62) 


nemaju svi vrijednost -|- 1, nego je n. pr. 


pogledat ćemo, kao što smo učinili kod jedinice E', sve jedinice 
H' u X, za koje je 
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Ako među njima ima koja jedinica E", za koju svi simboli 


E" M E"',M E" M 
(7) (27) (120) 


nemaju vrijednost -H- 7, nego je n. pr. 


E'M\ _ 
(1, = 


promatrat ćemo opet one jedinice H" tijela X, za koje je 


B"M\ _ 
( a) sm 


i postupati s tima jedinicama H" onako, kako smo učinili s jedini- 
cama H i HT. 
Nastavimo li taj postupak, dobit ćemo napokon cio sustav jedinica 


hi " 2-2 
E, E, E"....F0-9 


koji zadovoljava jednadžbe : 


A E | 
a he (a == 


Ce )-+a (g) +: ()--: 


/B(*—) M\ EĆ"—D), M E'—D M 
(PJ 


dj de_2 
dA idi a Kare an = — 1, 
t—r*+r1 7. 


a uz to se odlikuje tim, da za svaku jedinicu 0 tijela X, za koju je 


Pr (SJ dj 
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već i svi ostali simboli karakternoga sustava te jedinice 


=) 2) (—t—) 
( Va) a VU sn t, 
moraju biti jednaki —- 1. 


Broj I možemo pomnožiti produktom nekih između jedinica 
E,E,E",....E0"—D tako, da bude za broj FT, koji se tim 
dobije, 


(u) = E7 će =)= +.. (G)=t: 


Učinimo li to, zvat ćemo 


(4) (0): 


gdje smo stavili r==#—r*, kvadratnim karakternim su- 
stavom ideala 5. 


Osim Kkvadratnoga karakternoga sustava možemo svakomu cije- 
lomu broju tijela & i svakomu idealu tijela X, pridijeliti i bikva- 
dratni karakterni sustav, 

Ako je x koji mu drago cio broj u &, zvat ćemo 


%, P €, Reje 
Di pres i 
o akv karakternim sustavom broja «, ako nam 


M, Ma, +... 2 prikazuje sve proste brojeve, koji su kao faktori 
sadržani u “ diskriminanti D,k > 


Ako je pak nadalje 3, ideal tijela X,, at = Niz (Du), to je t 
cio broj u &. Onda ćemo nazvati, ako se bikvadratni karakterni 
sustav jedinice + sastoji od samih pozitivnih jedinica f-2, 


PEP TE TP F1 


bikvadratnim karakternim sustavom ideala 4). 


r,M 
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Ima li pak među simbolima 


He), (42). 


bar jedan, n. pr- 
Lj 
DA 3 


kojega je vrijednost + #, pomnošžit ćemo t prikladnom potencijom 
jedinica # tako, da za broj *, koji na taj način iziđe, bude 


IE 


Pe) [95h Pe 


bikvadratnim karakternim sustavom ideala 3,. 

U slučaju, da među simbolima karakternoga sustava. jedinice ? 
nema nijednoga, koji bi bio jednak + +, ali ima takovih, koji su 
jednaki — 1, možemo samo onda govoriti o bikvadratnom karak- 
ternom sustavu, ako među navedenim simbolima, kojih je vrijednost. 
— 1, ima takav simbol, a to neka bude n. pr. 


Eu 
kh ? 
koji se odlikuje tim, da je 
Es 
X 
za makar koji broj a tijela & jednak + 2 ili — 1. Ako je to tako, 


možemo t = N,,y (3,:) pomnožiti sa -b- 1 ili — 2 tako, da za broj 
*, koji nam na taj način iziđe, bude 


1 nazvati 


i . 
= +1. 
| | hor 
Onda ćemo zvati 
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%, U 1, i, u 
| Mk š | 4% | B. BE) 
bikvadratnim karakternim sustavom ideala 3,. 

Iz samih definicija simbola, što smo ih u Ovom paragrafu posta- 
vili, razabiramo neposredno ove činjenice. Ekvivalentni ideali tijela 
K imaju isti kvadratni karakterni sustav. Ekvivalentni ideali tijela 
K, imaju isti kvadratni i isti bikvadratni karakterni sustav. 

Prema tomu je svakomu idealskom razredu tijela KC jednoznačno 
pridijeljen stalan kvadratan, a svakomu idealskom razredu tijela 
K, stalan kvadratan i stalah bikvadratan karakterni sustav. 


8 8. 


Razdioba idealskih razreda tjelesa Ki K, u rodove. 


Skup svih idealskih razreda, kojima pripada isti karakterni su- 
stav, zvat ćemo rodom. U tijelu X ima kvadratnih, u tijelu X, 
kvadratnih i bikvadratnih rodova. Jasno je, da uvijek ima ideal- 
Skih razreda, kojima se karakterni sustav sastoji od samih jedi- 
nica +2. Skup svih idealskih razreda te vrste tvori rod, koji 
ćemo zvati glavnim rodom. Svaki rod sadržava istu množinu 
idealskih razreda. X 

Da odredimo gornju granicu za broj bikvadratnih rodova, pro- 

matrat ćemo dvolične idealske razrede .A,,x . Točno poznavanje 
broja neovisnih dvoličnih idealskih razreda A, i A,,g dovodi nas 
i do broja neovisnih idealskih razreda A,,. 
. Ako označimo sa 7, broj simbola, kojima je pojedini kvadratni 
rod tijela X određen, to je, kako je poznato, broj neovisnih dvo- 
ličnih idealskih razreda A, jednak #1:—1. Obazremo li se na ono, 
što je rečeno u 8 6., i postupamo li onako, kao gospodin Hilbert 
u S 19. svoje rasprave: ,Theorie des relativquadratischen Zahl!- 
kčrpers“, uvjerit ćemo se, da dvolični idealski razredi A,,x čine 
svezu razreda od stepena 8':—1, ako sa r, bilježimo broj simboli, 
kojima je određen pojedini kvadratni rod tijela X. 

Dokazat ćemo, da u slučajevima, što ih mi promatramo, stepen 
razredne sveze, koju tvore dvolični idealski razredi .A,,x , ne pre- 
koračuje broja 8"—1, 2:—1, 

Dvolični idealski razredi A,,, čine komutativnu grupu, pa se 
stoga dadu prikazati osnovkom, kojoj su elementi djelomice če- 
tvrtoga, djelomice drugoga stepena. No budući da je kvadrat dvo- 
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lična idealskoga razreda četvrtoga stepena rečene osnovke dvoličan 
idealski razred tijela X, moći ćemo idealske razrede A,,x prikazati, 
i to samo na jedan način, u obliku 


A% A9... 4% AGA... AE 

171 EL 18 1 LJ ? 
gdje eksponenti mogu imati koju od vrijednosti 0 ili 1; pri tom 
su A,, A,,... . A izvjesni dvolični idealski razredi tijela X, a 
Ala, Aaa ++. + Ais. izvjesni dvolični idealski razredi tijela .K,, 
koji među svojim idealima ne sadržavaju ideala tijela X, a uz to 
se odlikuju tim, da produkt 


A" A*% A*: 


191 123 ' 1,8 : 


u kome mogu eksponenti imati koju ad vrijednosti 0 ili 7, ne 
može drukčije biti jednak idealskomu razredu, koji među svojim 
idealima sadržava koji ideal tijela X, nego tako, da budu svi eks- 
ponenti jednaki 0. 


Iz gornje se prikazbe razabira jasno, da # ne može prekoračiti 
broja r,—1, a # broja fg—1. Tim je dokazano, da je ispravna 
naša tvrdnja, što smo je malo prije izrekli o gornjoj granici ste- 
pena razredne sveze, koju tvore idealski razredi A, x. 

Tom ćemo se spoznajom poslužiti, da odredimo i za broj bikva- 
dratnih rodova gornju granicu. Uzet ćemo ponajprije, da je vu 
ostatak 5.—13. grupe ostataka s obzirom na A". Onda možemo po- 
kazati, da brojevi 7, if, ne nadmašuju broja r, koji nam prikazuje 
broj simbola, kojima je određen pojedini bikvadratni rod. 

U slučajevima, o kojima se sada radi, broj prostih brojeva tijela 
&, koji su sadržani kao faktori u diskriminanti D,,, , jednak je 
broju prostih brojeva tijela &, koji se nalaze u D,. Označimo ih 


84 24, M4, . . +. A. Onda je jasno, da uvijek, ako je 
[4 U | = +1 (5) E hodom seag ia =2+1, 
BN e m kJ 


mora biti također 


u \_ NANA NN i u \_ 
Gea (ća (SE): 
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Stoga je u takom slučaju #=r:,. No ako među simbolima ka- 
rakternoga sustava jedinice + ima bar jedan, a to neka bude n. pr. 


ći 


koji je jednak + #, to mora biti 


u \__ 
poje 


u \_ 
kh =+1, 


Kad bi bilo 


dala bi se naći za svaku pozitivnu cijelu racionalnu potenciju 2“ 
prostoga broja A, kongruencija oblika 


15 N; (A, (41), 
u kojoj je A cio broj tijela X. Iz te bi kongruencije izlazilo, da 


mora biti ; 
—1=/N, (A)]*, (24) 


4, u 
kg dak 
a to je protivno pretpostavci. Stoga je i sada # ="). 
I broj prostih ideala tijela X, koji se nalaze u diskriminanti 


D,,K, u slučajevima, koje sada promatramo, jednak je #. Označimo 
ih sa &, %,.... “e. Zaključit ćemo, kao i prije, da iz 


(ol=+1 i=a1, baiso (l=+1 
& 


ili i dalje 


% 


m (2. )=: (f-)=: oda (45)=: 
č 


Ako je pak bar jedan simbol karakternoga sustava jedinice 
i, a to neka bude n. pr. 
KE 
s 
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jednak ++ to mora biti 


(*a)=-: 


ako sa % obilježimo u X kao faktor sadržan prost ideal tijela 
K. Poradi pretpostavke mora za svaki pozitivni cijeli racionalni 
broj e da postoji kongruencija oblika: 


t= N,,K (A), (29, 


u kojoj je A, cio broj tijela K,. No budući da je &, dvoličan, 
izlazi iz te kongruencije dalje 


i=8N,K (A), (&9, 


a obje nam daju 
—1= NK (A), (49, 


odakle se zaključuje, da je 


ra 


a to nije u skladu s pretpostavkom. Vidi se dakle, da r, ne može 
biti veći od r. 

Osim slučajeva, što smo ih baš promotrili, trebat će nam kod 
istraživanja, koja još hoćemo da provedemo, slučajevi u=3, ili 
23 + 44, (29). Dovoljno je, da se u ta dva slučaja, kao što ćemo 
poslije vidjeti, ograničimo na tjelesa & (Vu, i), za koja je u prost 
broj tijela &. 

Da je u oba slučaja r==r,, vidimo odmah, jer su i rodovi tijela 
K, ai bikvadratni rodovi tijela X, određeni jednim simbolom ; 
ovo posljednje poradi toga, što je 


i, u Ria 4, 
e 


gdje « predočuje cio broj tijela %. 
Treba dakle samo još pokazati, da r, nije veći od r. 
š 
Promatrajmo tijelo & (Vu, #), za koje je u=3, (X). Za u te 
vrste mora biti A=& prost ideal u K, a £=2", gdje nam &, 
* 
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predočuje prost ideal tijela X. Poradi toga, štoje Ny (9) = Nix (1), 
mora biti 


N(£) = N, (£,), 


ako se pod N i N, razumijevaju norme uzete u tjelesima K ili 
K,. Stoga je svaki cijeli broj A, tijela X, kongruentan izvjes- 
nomu cijelom broju A tijela _ZC s obzirom na svaku pozitivnu cijelu 
racionalnu potenciju ideala &,. Treba li dakle da bude 


=N,,K (A), (29), 
možemo naći cijeli broj A tijela X, za koji je 
A=4, (8), 
tako, da iz predzadnje kongruencije izlazi, da je 
i=4?, (£9, 
a to ne može biti. Jer ako uzmemo, da je A=x+HP.M, gdje su 
x i B cijeli brojevi u &, to bi, budući da iz zadnje kongruencije 
izlazi, da je 
i= (SA), (B), 
moralo biti 


e—2 


iza! tvu, (A), 
no to ne može biti, ako se uzme e dosta velik. 
Ako je pak 


jeng 
> 


gdje su opet « i B cijeli brojevi tijela k&, a s je Z ili #, to bi iz 
kongruencije #= A*, (2) izlazilo : 


a 8. — €' 
“+M EN duli. 09 


a tu je opet €' po volji velik pozitivan cio broj. Budući da su % 
i B prosti prema 2, ne može ta kongruencija postojati, ako je € >. 
Tim je općeno dokazano, da je u slučaju w=3, (25) 
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1 M 
(#)--: 


a tim i istinitost tvrdnje o brojevima #7 i 73. 
Prijeđimo k slučaju u = 3 -- 4i, (2%). I tu ćemo moći dokazati, 


da je 
4, = 
( a )=-: 


Već otprije znademo, da se u tom slučaju prosti broj X raspada 
u tijelu X u dva različita prosta ideala & i S& tako, da postoji 
jednadžba 1 =&. S&, i da su Bi S% u K, kvadrati prostoga ideala 


& i 58. Stoga je 


Ny (#1) ="(2), 


ako su N, i n norme uzete u tjelesima ZG, i k. Kad bi bilo 


morala bi se za svaki pozitivni cijeli racionalni broj e dati nađi 
kongruencija 


t=N, ,K (AJ, (89, 


u kojoj je A, cio broj u K,. No budući da je A, kongruentan 
izvjesnomu broju 2 tijela & s obzirom na &,“ prema kongruenciji 


Aza, (8), 


iz2% (Q), 


imali bismo 


a to nije moguće, ako je e >1. 
Tim je doduše dokazano, da je 


(2): 


ako je u prost broj, no budući da diskriminanta D,,, sadržava 
samo proste faktore A i u, dok se u diskriminanti D,,x nalaze tri 
prosta ideala kao faktori, to iz jednadžbi 
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4, u 4, Qu \_ 
()--a (B6)-aa (4£)- 


gdje je « koji mu drago cio broj u k, još ne izlazi, da r, ne pre- 
mašuje broja 1. Da to uzmognemo zaključiti, dokazat ćemo ponaj- 
prije, da temeljna jedinica E tijela K ne može biti u isti mah 
kvadratan normni ostatak obaju prostih ideala 2 i SQ, a isto tako, 
da ne može biti u isto doba kvadratan normni neostatak tih pro- 
stih ideala. i 

Ako je u prost broj, mora biti N, (E) == + #. Kad bi bilo 
N, (E) = +1, mogli bismo E pomnožiti zgodnom potencijom je- 
dinice # tako, da bude N, (E) ==-H-1, pa bi se i taj produkt 
mogao uzeti temeljnom jedinicom tijela XK. Stoga možemo već 
unaprijed uzeti E u tom obliku. Poradi jednadžbe N; (E) = +1 
mora biti u K takav cio broj A, za koji valja jednadžba 


E = 415, 


No budući da smo uzeli, da je u prost broj, ima u tijelu A 
osim 2 samo još jedan dvolični glavni ideal MM tako, da je 4 ili 
jednak produktu izvjesne jedinice H u K s izvjesnim brojem 2 
u & ili pak produktu takove jedinice H sa M i izvjesnim brojem 
a u k. Odatle zaključujemo, da je E== + H1—5, a to se ne slaže 
s temeljnim svojstvom jedinice E, kako se lako možemo uvjeriti, 


n 
ako se sjetimo, da se može staviti H=E,, gdje je n cio racionalan 
broj, a p korijen jedinice tijela K. 


Kad bi sada bilo 
E= Ng (A), (2, 
izlazila bi i ova kongruencija 
SE = N,,K (SA), (S), 
pa kad bi uz to bilo još i 
E= N,.x (By), (S2). 


gdje pod A, i B, razumijevamo cijele brojeve u K,, a pod e 
kojigod pozitivan cio racionalan broj, dobili bismo kongruenciju 
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N; (BD) = N,z(B,.5A4,), (589, 


pa bi + morao biti kvadratan normni ostatak s obzirom na S& 
ili također s obzirom na &, a to ne može biti, kako je već prije 
dokazano. 

No E ne može ni biti u isto doba kvadratan normni neostatak 
s obzirom na & i S&, jer bi iz toga izlazilo, da je i SE kvadratan 
normni neostatak s obzirom na £, te bi Ny (E) = E. SE moralo 
biti kvadratan normni ostatak. 

Sjetimo li se sada, kako se dobiva kvadratni karakterni sustav 
kojega ideala u K,, brzo ćemo se uvjeriti, da i u tom zadnjem 
slučaju 1, ne može premašiti broja r. U tijelu X nalazimo jedi- 
nicu #, za koju je 


među jedinicama H toga tijela, za koje je 


(*a")-+: 


sigurno je jedinica E ili E, ali poradi toga je E ili 4E normni 
neostatak s obzirom na S& tako, da je i r i ra jednako 1. 

Vidimo dakle, da za brojeve u, što smo ih a ovom paragrafu 
promatrali, stepen razredne sveze, koju tvore dvolični idealski raz- 
redi A,,x , ne prekoračuje broja £"—1. 

Na temelju te spoznaje lako ćemo naći gornju granicu za broj 
bikvadratnih rodova tijela X,. Ponajprije je jasno, da je (1—S,)ta 
simbolična potencija svakoga idealskoga razreda u K, idealski 
razred glavnoga roda. Neka bude f broj onih idealskih razreda 
glavnoga roda, koji su (1—S,)te simbolične potencije idealskih 
razreda. Označit ćemo sa P,, P,.... Py te idealske razrede tako, 
da je P,=6G,1-%, P,=6,1—5%,....P =GF—%, gdje su 
G,, Go,.... Gy stalni idealski razredi u XK. Uzmemo li makar 
koji idealski razred C tijela X,, to pripada C1—Š glavnomu rodu, 
te je n. pr. C1—8 = P, ili C1—-5% = G—5, a odatle izlazi, da 
je (OG,-1)1—Š& = 1. Dakle je CG,-! dvoličan idealski razred 
A.k u K,, te možemo staviti C = A,,y Gj. Stoga ćemo dobiti 
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sve idealske razrede tijela K,, ako u produktu A,,x G; uzmemo 
za G, svih f razreda G,, G,,.... G; a za Ay svaki dvolični 
idealski razred tijela K,. Svi su idealski razredi, što ih na taj 
način dobivamo, među sobom različiti. Ako broj među sobom razli- 
čitih dvoličnih ideala A, ,x obilježimo sa a, to je broj svih među 
sobom različnih idealskih razreda u X, jednak af. Ima li pak u 
K, g rodova, a svaki sadržava f, idealskih razreda, to je broj 
idealskih razreda u AX, također jednak gf, tako, te možemo napi- 
sati, da je gf, =af. No svakako je /Zf,, a poradi toga i g<a 
ili, ako se poslušimo prije dobivenim resultatom, g < £" —1; samo 
treba da je u od onih brojeva, što smo ih prije istražili. 


S 9. 
Bikvadratni zakon recipročnosti za proste brojeve 


prve vrste. 


Za bikvadratni karakter jedinice i“ s obzirom na broj tijela & 
valja jednadžba 


, n(u)—1 
ikre 


u kojoj je n(14) norma broja u uzeta u tijelu . 
Stavimo li u = (a, b, c), (27), to je 


n(u)=(—3), (16), 
a prema tomu 


n(u)—2 __ 
= = —b, (4). 


Postoji dakle snošaj 
(1) ia = i". 


Po vrijednosti toga bikvadratnoga karaktera razdijelit ćemo 
proste brojeve tijela & na tri vrste. U prvu vrstu neka pripadaju 
oni prosti brojevi zr, za koje je 
21 = +1; 


= 
LI 
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u drugu vrstu oni prosti brojevi x,, za koje je 


a u treću vrstu prosti brojevi x,, za koje je 


la 


* Proste ćemo brojeve druge vrste uzimati u obliku 15., a proste 
brojeve treće vrste u obliku 13. grupe ostataka s obzirom na \'. 

Najlakše se bikvadratni zakon recipročnosti nađe za dva prosta 
broja Ti FZ, prve vrste. Ako je naime 7, prost broj prve vrste, 
dade se uvijek naći zgodna potencija i jedinice i tako, da bude 


(2) gl =a 


. | 

S toga je s, u tijelu & (Vitr, #) norma N,,y stalnoga prostoga 

ideala %, toga tijela. Relativna diskriminanta ]),,, sadržava samo 

proste brojeve A i T kao faktore. Dakle se sastoji bikvadratni ka- 
'4 


o 
bj 


rakterni sustav broja =, u tijelu & (Vitr, i) od dva simbola: 


E “| E Smij 
1 2 na ra 


No budući da smo uzeli, da je i 7" prost broj prve vrste, možemo 
opet odrediti zgodnu potenciju ii tako, da bude 


fir 
(3) Ea mI 
S toga sadržava karakterni sustav ideala 8, samo simbol 


dim, dm 
a 


Prije smo našli, da je za stalna tjelesa, među koja tijelo &% Vi =,1) 
pripada, broj rodova g<£ —1, U našem je slučaju r =1, te tijelo 
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4 —— 
k (Vitr, #4) sadržava prema tomu samo jedan rod: glavni rod. 


Stoga mora biti 
6 t 
šir, #7 | ma 
| koje 


Tu jednadžbu možemo i ovako napisati: 
: t. Ž \it t, rr \ć ur 4 ik F1 Te pana 
MOTEL TUTTrET FAT 


Obazremo li se gada na jednadžbe 


od kojih prva izlazi neposredno iz definicije simbola, druga poradi 
jednadžbe (1) $ 4., a ostale iz definicije simbola, ako još primije- 
nimo jednadžbu (1) ovoga paragrafa, pa ako se uz to osvrnemo 
na jednadžbe (2) i (3), koje i ovako napisati možemo: 


ft (s 


dobit ćemo iz jednadžbe (4) za proste brojeve 7 i =, bikvadratni 
zakon recipročnosti u obliku: 


(5) [7\— že a / 2). 
\m) \ 7 
Ako se u tu jednadžbu za e uvede vrijednost prema $ 4., 
dobit će ona oblik: 


pe ika — (bad, +2, e: i 
va (=) 7' I 


pri tom je z=(a,b, 0), m=(4,b,,6) Q7) 


“1 
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Bikvadratni zakon recipročnosti, kako nam ga izražava jed- 
nadžba (5) za proste brojeve 7, m, prve vrste, vrijedi u istom 
obliku sasvim općeno za makar koje proste brojeve tijela &, kako 
ćemo se postepeno uvjeriti. 


$ 10. 


Neki posebni slučajevi bikvadratnoga zakona reci- 
pročnosti. 


Neka bude x, prost broj druge vrste, a 7 makar koji prost 
broj. Uzet ćemo, da je [ža == 1. Onda je 7 u tijelu & (Va, i) 


relativna norma N,,; izvjesnoga ideala 'B, toga tijela. Karakterni 
se sustav broja s sastoji od simbola 


zrirasti 


jer su X i x, jedini prosti brojevi u &, koji se nalaze u diskrimi- 
nanti D,,x . Poradi pretpostavke o broju " dade se naći potencija 
i“ jedinice i tako, da bude 


bm, 2 
(1) ra = 1, 
a odatle izlazi, da se karakterni sustav ideala 3, sastoji od jedi- 


1 J 


Kao što smo zaključili u pređašnjem paragrafu, zaključit ćemo i 
sada, da mora biti 


. Kasi 


Treba samo još odrediti eksponent ć. 
Ako napišemo jednadžbu (1) u obliku: 


kuli mnul_, 
m i 
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pa ako se onda obazremo na jednadžbe: 


4 %\_ Fil, nat 
lija, [B2] =at, 


ako je = = (a, b, c), (2), dobit ćemo za # jednadžbu: 


t=a--b, (4). 
Uvrstimo li to u (2), dobit ćemo, budući da je 
2 ESnon 
417% 


ovu jednadžbu: 
orizI-fBelzl-: 


Istu bismo jednadžbu dobili iz jednadžbe (5) pređašnjega para- 
grafa. 

Neka bude nadalje x, prost broj treće vrste, a = makar koji 
prost broj. Uzmemo li, da je 


loa 


moći ćemo sada dokazati, da jei 


Ee = 1. 


\*e 


4 
Poradi prve je jednadžbe s u tijelu & (Vx,, i) norma _N,,y izvjes- 
noga ideala fi, toga tijela. Budući da diskriminanta D,,x u ovom 
slučaju sadržava samo prosti broj x, kao faktor, sastoji se karak- 
terni sustav broja z od jednoga simbola 


pa =| "| 


| že sik 
ali i karakterni sustav ideala 'B,, jer je 


KAI 


pg 


Taj simbol mora dakle biti jednak -h- 1, kao što smo gore ustvrdili. 
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8 11. 


Prosti ideali tijela & s propisanim bikvadratnim 
karakterima. 


Poznato je, da je 
LII —————— 
81 (n) 1L( < — 8 
i—( SELE 


gdje je z makar koji cio broj tijela &, a 7 prolazi sve proste bro- 
jeve u &, konačan i različit od 0. Odatle se može također zaklju- 


čiti, da je izraz 
L Di a 1 
81 Jo mr) 
(=) 


konačan i različit od 0. 

Ta je činjenica od bitne važnosti za dokaz, da ima beskonačno 
mnogo prostih brojeva 7% sa propisanim kvadratnim karakterima. 

Hoćemo li da dokažemo, da se k svakomu sustavu % ,%....2y 
cijelih brojeva u &, koji se ističe tim, da nije nijedan produkt tih 
brojeva jednak četvrtoj potenciji cijeloga broja, ako su £,,&,...&% 
makar koje cijele potencije jedinice #, dade nači beskonačan broj 
prostih brojeva 7, koji zadovoljavaju jednadžbe : 


treba promatrati izraz 


A a 
#1 (8) 1. 5; n(m) 


Co 
iv 


i pokazati, da je konačan i različit od 0. 


Da to pokažemo, poslužit nam Be valja: činjenicom, da izraz 


= ai 1 
= G) BG)" Ina)" 
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u kom treba j da prođe sve ideale kojega tijela ili p sve proste 
ideale istoga tijela, kouvergira za realne vrijednosti 81, a za 
8==1 da raste preko svih granica, no ipak tako, da je 


L le—n:g| 
s=1 | j 


konačan i različit od 0. 
Prema tomu konvergira svakako i izraz 


1 
ad (8) ml]! =>. => : 
5! (8) 1—NAB) 


u kom %, ima da prođe sve proste ideale tijela MK, koji nijesu 
sadržani u 2, a N(%B) predočuje normu uzetu u tijelu X,, za 
realne vrijednosti 8 > 1, a 


L [(—D epa | 


jest konačan i različit od 0. 


Promotrimo izraz u %'x.(8), koji potječe od stalnoga prostoga 
broja r tijela &. Lako ćemo se uvjeriti, da taj izraz ima poradi 
S 3. jednu od ovih četiriju vrijednosti : 


mmm m mome smao... mm 
[1—n(m)—]1*" (1—n(m)—"]" 1—n(m)-* 1—nm)—#? 


prema tomu, da li je nI jednako 
1, —1,0, ili +4. 


Ta se četiri izraza dadu prikazati jedinstveno u obliku 


1 1 

ee =>. (m ==1.2.3) 
1—n(r)—*(m) p Am [u \m x) -5 
jo 


Stoga možemo za “x, (5) napisati jednadžbu: 
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1 1 
"zs)=lI — I' TI >, 
u ) (m) 1—n(m)—* (m) (m) 1 wa Jn(e)—“ 


Te 


gdje crtica ' ima da pokaže, da je 2 isključen. 

Odatle poradi onoga, što smo malo prije kazali o izrazima % (5) 
i "x.(8), izlazi, da je dvostruki produkt za s==1 konačan i raz- 
ličit od 0. Isto vrijedi dakako još i onda,, ako se prosti broj 
ne isključi. 

Na temelju toga poučka možemo dokazati spomenuti poučak o 
prostim brojevima s prostim bikvadratnim karakterima po Hil- 


bertovoj metodi!, samo se treba uz to još poslužiti činjenicom, da je 


ke. hn (£) mai 


konačan i različit od 0. 


S 12. 
Zakon recipročnosti za dva prosta broja, koji ne 
pripadaju oba k prvoj vrsti. 


Kod dokaza ovoga paragrafa uzimamo, da je poznat Eisensteinov 
zakon recipročnosti među racionalnim i kompleksnim prostim bro- 
jem. Ako p i q znače dva racionalna prosta broja, od kojih je 
prvi oblika p = 1, (4), a drugi oblika qg =3, (4), a = makar koji 
kompleksan prost broj oblika s = +1, (4) ii = +1+-2%, (4), 
postoje snošaji: | 


o EBE ooo 


Mi ćemo se poslužiti samo prvom od tih jednadžbi. Prosti broj = 
pripada, kako vidimo, u jednu od četiri grupe ostataka s obzirom 
na 2", u 9., 10., 11. ili 12. No jasno je, da se može svaki prost 
broj prve vrste pomnožiti izvjesnom potencijom jedinice +, da pri- 
jeđe među ostatke navedenih četiriju grupa. Kako je to učinjeno, 
možemo na preobličeni broj * primijeniti jednadžbu (1). 


1 Mathem. Ann. LI, S 13., strana 23. 
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Uzmimo, da su x i x, dva dvočlana prosta broja druge ili treće 
vrste. Pokazasmo već u $ 10., da iz jednadžbe: 


izlazi druga jednadžba: 


Sada neka bude 


Prema onomu, što smo razvili u pređašnjem paragrafu, moći ćemo 
odrediti prosti broj p tako, da budu zadovoljene ove jednadžbe: 


(2) 


sa x' i ', označismo proste brojeve konjugirane sa x i %. 
Poradi prve od tih jednadžbi pripada prosti broj » k prvoj vrsti, 
pa ga možemo uzeti tako, da bude: 


(2%) P = (3, 3, c), (27). 
Iz (2) izlaze neposredno jednadžbe: 


, L) 
Za \ : 4,4 \ 
_ sE 2 se 1 1 rad Sd 


Prge PPP 


tu su xx', xx," racionalni prosti brojevi oblika p = 1, (4). Da uz- 
mognemo primijeniti na te jednadžbe jednadžbu (1), treba pomno- 
žiti pn. pr. sa # Učinimo li to, dobit ćemo iz zadnjih jednadžbi 


ove: 
x\._J el [zail—_[ 
P za" | P LEN 


Osvrnemo li se pak na to, da su x i x, prosti brojevi druge ili 
treće vrste, poradi čega je 
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Ali iz (2), ako se poslužimo onim, što je rečeno u 5 10., jer je 5 


uzet u obliku (2%), izlazi: 


|P. 
«! 


ma 
bo 
Stoga izlaze konačno jednadžbe: 


(3) 3 sJEŠEE , Ze 


i . 
Promotrimo sada tijelo & (V'xg, i). Poradi pretpostavke o broje- 
vima 4 i 2 ima x jedan od oblika: 


xw=(1,1,c) \li_(3, 3, c)._(X7), 


1 


a stoga je 

Ka ra 

xJT 

prema tomu, da li je a druge ili treće vrste. Relativna diskrimi- 


nanta _D,., tijela & (Va, 4) sadržava proste brojeve 2, x, o kao 
faktore tako, da se kurakianii sustav broja p sastoji od ova tri 
simbola : 


ž --- 
Budući da je 2 sadržan u D,,y, mora u tijelu & (Vx,, #) biti 
jednak četvrtoj potenciji prostoga ideala Ji, toga tijela. Da nađemo 
karakterni sustav ideala Jt,, treba samo da se obazremo na to, 


da je 
/ P, 9 


e\__ 
ra pre 


bi 


R.J. A. 154. 
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i da poradi toga pomnožimo p sa — 1 tako, da iziđe: 
px (i, 3 Pm 
2 = dj 


Onda se dobije karakterni sustav ideala JN, u obliku: 


=? bek? —e *|_|*\- 
O erika 
Iz jednadžbe (3) vidi se, da ideali 3t,, Jt, 2, M,5, f< pripadaju 
k različitim rodovima. Osim tih rodova nema u tijelu & (V'x, i) 
* drugih rodova. Iz jednadžbi (3) i (5) spoznajemo nadalje, da je 
produkt karaktera svakoga roda toga tijela jednak 1. Iz toga iz- 
lazi, da je produkt karaktera karakternoga sustava svakoga ideala 


tijela & (V xp, i) jednak 1. 
No postoji jednadžba 


(6) (2) =1, 


A, 


4 
pa je poradi toga x, u tijelu & (Vxo, 4) norma stalnoga ideala 
&,. Karakterni sustav broja x, sadržava ove simbole: 


siše ME DR o RE IN RA 
Xo[' x ESE P p |" 
Poradi pretpostavke o brojevima x, x, i o jest 
pa se stoga, što je 


) 


sastoji karakterni sustav ideala R, od simbola: 


8) 
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Produkt tih simbola mora biti prema onome, što smo malo prije 
pokazali, jednak 7 tako, te možemo napisati jednadžbu: 


Isporedimo li tu jednadžbu s jednadžbom (6), pa obazremo li se 
uz to još na drugu od jednadžbi (3), dobit ćemo napokon, da je: 


o I-II 


kao što izlazi i iz jednadžbe (5) S 9. 


Da smo isprva uzeli, da je 


bili bismo došli do iste jednadžbe (7). Samo bismo bili morali u 
(2) odrediti prosti broj » tako, da bi bio 


Iz toga se već samo po sebi vidi, da iz jednadžbe 


gl: 


izlazi jednadžba 


jer bi svaka druga jednadžba bila u protivurječju sa već dobi- 
venim resultatom. 

Još nam samo ostaje da promotrimo slučaj, u kom je x dvočlan 
prost broj druge ili treće vrste, a " prost broj prve vrste. 

Ako stavimo 


=(a,b,c), (X), 


možemo uzeti, da je a-h-b =4. Onda spoznajemo po onom, što je 


razvijeno u $ 10., da iz pretpostavke 
* 
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uvijek izlazi 


\_ 
GI=" 
Uzmimo sada, da je 
=, = t, 
2 


pa odredimo isto onako, kao što smo učinili u pređašnjem slučaju, 
prosti broj p tako, da budu zadovoljene jednadžbe: 


x", 7' jesu prema x, 7 konjugirani brojevi. Opet možemo uzeti, da 
je e ovoga oblika: 
P= (3, 3, 0), (2). 
Budući da je 


izlazi poradi pretpostavke o brojevima 7 ip, jer su i m1 p prosti 
brojevi prve vrste, iz jednadžbe (5) S 9., da je 


a 


\7/ 
jer ako stavimo 
s=(a',b, ec), (X), 
onda je a' =D". | 
Sada treba učiniti isto onakove zaključke, kao što smo ih učinili 


u pređašnjem slučaju, samo treba mjesto x, uzeti =. Nadi ćemo, 
ako se osvrnemo na to, da je 
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mjesto jednadžbi (3) ove jednadžbe: 


o (ileftl--< [5l-Hl--: 


Baš kao u pređašnjem slučaju, naći ćemo i sada, da tijelo 


a : 
k (Vx, i) sadržava četiri različita roda i da je produkt simbola, 
koji nam određuju pojedini rod, jednak 1. 
Poradi jednadžbe: 


Ž = 
z je u tijelu & (Vx, i) norma N, x prostoga ideala %, toga tijela. 
Promotrimo li karakterni sustav toga ideala %,, to ćemo, budući 
da je 


doći do jednadžbe: 


HIEE 


Isporedit ćemo tu jednadžbu s jednadžbom 


i s drugom od jednadžbi (7), te ćemo konačno izvesti jednadžbu: 


: #-l2) 


Isti snošaj izlazi, ako se uzme, da je 


kako se lako možemo uvjeriti. Ako je pak 
S mo 
| = 


zaključit ćemo poradi toga, što je 
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)-(D). 


da mora biti 


Kad bi bilo 


izlazilo bi po $ 10., da je i 
* 
Biski: 


protiv pretpostavke. Tako spoznajemo, da je jednadžba (8) valjana 
u svakom slučaju, dok vrijede pretpostavke o brojevima x i s. Ta 
se jednadžba i opet slaže s jednadžbom (5) S 9. za ovaj posebni 
slučaj. Isto ćemo se tako uvjeriti, da se jednadžba (8), ako = nema 
uzeti oblik, mora nadomjestiti jednadžbom (5) 8 9. 


Dosadašnjim smo se razmatranjem uvjerili, da jednadžba (5) 
S 9. izražava bikvadratni zakon recipročnosti među kompleksnim 
prostim brojevima makar koje od tri vrste, samo ako se kom- 
pleksni prosti brojevi druge vrste uzmu u obliku ostataka 15. 
grupe s obzirom na 2', a kompleksni prosti brojevi treće vrste u 
obliku 13. grupe ostataka s obzirom na 2". No jednadžba nam (5) 
S 9. još i onda prikazuje bikvadratni zakon recipročnosti, ako se 
kompleksni prosti brojevi druge i treće vrste uzmu u kojem mu 
drago obliku, o čem se možemo lako uvjeriti. Isto se tako mora 
jednadžba (1%), u kojoj je q racionalan broj, nadomjestiti jednadž- 
bom (6) £ 9., da bude valjana za makar koji jednočlan i makar 
koji dvočlan prost broj. Jednadžba (5) & 9. vrijedi napokon i za 
dva jednočlana prosta broja. 


S 13. 
Dopunidbeni zakon bikvadratnomu zakonu reci- 
pročnosti. 
U ovom ćemo paragrafu dokazati ovaj zakon: 
Ako je = = (a, b, c), (2?) prost broj u tijelu &, postoji uvijek 
jednadžba : 
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X) (mali _ —(b+0) 
o Pjejjr eo 


Zakon izražen tom jednadžbom zvat ćemo dopunidbenim za- 
konom bikvadratnomu zakonu recipročnosti. 

Neka bude ponajprije "" prost broj prve vrste. Onda se može 
odrediti prikladna potencija # broja + tako, da bude: 


(2) I =1 


T 


a 
Poradi te jednadžbe raspada se 7 u tijelu & (V #2, i) na četiri 
različita prosta ideala. Relativna diskriminanta D,,y tijela & (V';51, 4) 


& 
sadržava samo prosti broj A kao faktor. U tijelu & (V #1, i) jest 
# bikvadratan normni ostatak s obzirom na 2 tako, da se karak- 
terni sustav prostoga ideala #&,, koji se sadržava u 7, sastoji iz 
jedinoga simbola 
moa 
= 


Stoga pripadaju svi idealski razredi u K, glavnomu rodu, te 
mora biti 

>| =1 

X 

Osvrnemo li se sada na jednadžbu (2) S 4., dobit ćemo poKi 
toga, što je 

KORE E LA 

X m (? 
i poradi jednadžbe (2) ovoga paragrafa jednadžbu ovoga oblika : 


KELE 


Neka bude nadalje x prost broj treće vrste. Onda iz jednadžbe 


čla 


budući da tijelo & (V2, i) samo jedan rod sadržava, a 
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[21_ 
CI s 


[*2\_ 
Par 


izlazi: 


n 


kako i mora da bude po dopunidbenom zakonu. 
Ako je pak 


odredit ćemo prost broj + prema jednadžbama: 


h=+ Bl: 


što je moguće. Onda je po bikvadratnom zakonu recipročnosti 
a stoga 


a - 
Relativna diskriminanta_D,, tijela X, =% (Vo, i) sadržava u 
sebi proste brojeve A i p kao faktore. No budući da je 


k m =.) | i 


tvore idealski razredi u K, samo jedan rod. Prosti je broj x u A, 
norma N, x izvjesnoga prostoga ideala Q,. Karakterni sustav ideala 
R, glasi: 


Iz te jednačbe izvodimo nadalje: 


EJ ep polne: 


No budući da je 
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izlazi odatle jednadžba: 


Poeni 


a to je trebalo dokazati. 


ai 
RENT 
| 
ha 
ponam nam 
VL e. 
| 
O 
pon on», 
Ni 
4 
| 
ha 
a 


Ako se uzme, da je 


ak?) se pogodi, što treba u izvedenom dokazu preinačiti. 
Dakle nam još ostaje, da uzmemo, da je 


Ako je to tako, odredit ćemo prosti broj 2, koji mje ove 
jednadžbe: | 


Onda je sigurno i 


ili još dalje 


+ - - 
Poradi te jednadžbe x je u tijelu X, = k (V2, +) relativna norma 
N,.k izvjesnoga prostoga ideala &,. Karakterni sustav broja x sa- 
država simbole 


no budući da je 
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sastoji se karakterni sustav ideala Kt, poradi toga, što je 


pon s... 
e ? 


od simbola 
—%, Xp | 
| j 2 


a on mora biti jednak 1. Dobivamo dakle jednadžbu : 


= jee, 


A 


A iz nje poradi jednadžbi: 


izlazi, da mora biti 


| x, x) _ _ 
a ,2 
Tim je dokazan dopunidbeni zakon i za prosti broj x treće vrste. 

Uzmimo napokon, da je x prost broj druge vrste i da pripada 
k 15. grupi ostataka s obzirom na 2". Opet ćemo lako spoznati, 
da iz jednadžbe 


izlazi jednadžba 


4 
Treba samo promatrati tijelo & (V, #) pa poslužiti se tim, da 
karakterni sustav svakoga ideala toga tijela stoga, što je 


sadržava samo jedan simbol. 
Ako je pak 
5 =; 
x | : 
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odredit ćemo prosti broj » prema jednadžbama: 


G-a Phi 


no pri tom ćemo p uzeti u obliku: 
P=(3, 3, 6), (X). 


Postupamo li onda upravo onako, kao u pređašnjem slučaju, uvjerit 
ćemo se opet o ispravnosti dopunidbenoga zakona (1). 


Slučaj . 


i ne treba više napose razlagati. A i u slučaju 


kap 


lx /J 


uvjerit ćemo se o istinitosti jednadžbe (1), ako prosti broj 2 odre- 
dimo kao u analognom dijelu pređašnjega slučaja i dalje posve 
jednako postupamo. Jednadžbe se pređašnjega slučaja pri tom ne 
mijenjaju. 

Tim je dopunidbeni zakon potpuno dokazan za proste brojeve 
svih triju vrsta, za proste brojeve druge i treće vrste doduše samo 
pod pretpostavkom, da oni pripadaju k 13. ili 15. grupi ostataka 
s obzirom na 27. No ako se obazremo na to, da je 


i) 
LtI>: 


za svaki cijeli racionalni #, bit će nam odmah jasno, da (1) vri- 
jedi za proste brojeve kojegagod oblika. 
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5 14. 
Pravi broj bikvadratnih rodova u tijelu &,. 
U početku ove radnje uzesmo, da ». nije djeljiv nikakvim kva- 


dratnim brojem tijela &. Stoga možemo napisati » u obliku 


u. 2 iv, iso .< e I 


gdje su %,, Fe, .... 7; Sve sami različiti prosti brojevi. 

Uzmimo, da su ti prosti brojevi ostaci makar koje od grupa: 
1., 2., 183. ili 14. au= 1, 1+44, ili — 3, (29), to diskriminanta 
D,,x tijela K, =% (Vu, 1) nije djeljiva sa 2, nego sadržava samo 
proste brojeve 5,, Fg,.... F4 kao faktore. Ako nam v prikazuje 
normu #,,x kojega prostoga ideala )t, tijela K,, to se karakterni 


sustav toga ideala, budući da je 


Neka budu £,, &,....=st koje mu drago potencije jedinice i, 
za koje je 
đe... ==. 


Odredit ćemo, što se uvijek i dade, prosti broj 2 prema jednadž- 
bama: 


(il_, md_, 
* Im 


Poradi prve od tih jednadžbi e je prost broj treće vrste, pa stoga 
valjaju i ove jednadžbe: 


2) ki 


Iz (1) izlazi neposredno, da je 


<] 
4 
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Im... ml [ul _ 


\ PJ ode 


pa stoga je > u tijelu ZG, norma N,,x izvjesnoga ideala %N,. Ka- 
rakterni se sustav toga idesla poradi jednadžbi: 


1) za Ci ei (7) s. 


sastoji od # simbola: 


GaGReiei 


Produkt je tih simbola prema (1) i (2) jednak 1 tako, te možemo 


staviti: 
KEližl-<<kil=: 


Vidimo dakle, da svakomu sustavu jedinica &, %,....št, koje 
zadovoljavaju jednadžbu (1), odgovara izvjestan rod. Takovih su- 
stava ima 4-1. No budući da smo već prije pokazali, da broj 
rodova ne prekoračuje broja £'—1, prikazuje nam broj 4#—1 pravi 
broj rodova tijela XK, u ovom slučaju. 

U slučaju, da je bilo 


t 
[o hdi 


a 
promatrasmo samo takova tjelesa K,==k& (Vu, i), za koja je u 
prost broj 19. grupe ostataka s obzirom na 2". Našli smo, da u 
tom slučaju svi idealski razredi tijela X,. pripadaju glavnomu 
rodu, koji je određen jednim simbolom. 
Još ćemo pokazati, ako je 


Zi = 21 
e]=+ 
da je produkt svih karaktera, koji čine karakterni sustav kojega 
4 


ideala tijela X, =& (Vu, 4), jednak 1. Osim prostih brojeva 
Fi, Fay... .7t, što ih sadržava u kao faktore, nalazi se u diskri- 
minanti _.D, ,, tijela K, još i prosti broj 2. No budući da je 
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MEET 

| e 
sastoji se bikvadratni karakterni sustav svakoga ideala tijela X, 
od # simbola. 

Uzet ćemo opet # jedinica €,, &..... « tijela &, koje zadovo- 
ljavaju jednadžbu (1), i odrediti prosti broj ?, koji zadovoljava jed- 
nadžbe: 

i Te Te Te 
IZL ili= =: sko E) = ; 
ib I jd o Krik 
p neka bude ostatak 13. grupe s obzirom na 2". Tada izlaze odmah 
ovi snošaji: 


Fam ojelo,, BETI Pla. [f 1. 


Poradi prve od tih jednadžbi p je norma N, x izvjesnoga prostoga 
4 
ideala N, u tijelu & (Vu, 1). Promislimo li, da je 


Luba feul_ 
raje [5 5i=: 


vidimo, da se karakterni sustav ideala Jt, sastoji od simbola : 


ih hh 


kojih je produkt jednak 1. Nastavimo li sada zaključivanje, kao 
u prvom slučaju, uvjerit ćemo se, da je i u ovom slučaju broj 
rodova jednak 4t—1. 

Ako dakle označimo sa r broj simbola, koji nam određuju poje- 
dini rod tijela & (Vu, 4), to je u tjelesima, što smo ih mi proma- 
trali, pravi broj rodova jednak 4r—1. 


8 15. 


Nekoliko dodataka o nađenom zakonu recipročnosti _ 
i o dopunidbenom zakonu. 


Bikvadratni zakon recipročnosti, što smo ga dobili u obliku: 


(1) Mise (2), 


(73) O ZAKONU RRCIPROČNOSTI ITD. 19 
gdje je, ako se stavi "=(a, b, e), m = (a, b,, 6), (27), 


[Zi . _ (0—ab +269, 
,\ 2 


odlikuje se od bikvadratnoga zakona recipročnosti, koji se do- 
biva teorijom dijeljenja kruga, po tom, da on u obliku (1) vrijedi 
za proste brojeve * i ",, kakav im god bio oblik, dok ga teorija 
dijeljenja kruga daje u obliku, koji se neposredno može primijeniti 
samo na proste brojeve 7, %,;, ako su svedeni na primarni oblik, 
to znači, ako su oni = 1, ili = 1+2%, (4), ili drugim riječima, 
ako su oni ostaci 9., 12., 13. i 16. grupe ostataka s obzirom na 2". 

Jednadžba (1), ako su ri z, prosti brojevi svedeni na primarni 
oblik, prelazi u jednostavniju : 


ili, ako se obazremo na jednadžbu (1*) S 9., u ovu: 


n(z)—1 n(q)—1 
RA goa eo in 
Vika Bl) 


U tom nam se obliku prikazuje bikvadratni zakon recipročnosti 
po teoriji dijeljenja kruga. 

Jednadžba (2) vrijedi i onda, ako Fi 7, imadu takav oblik, 
dajea=b,a =h,. 

Što je rečeno o bikvadratnom zakonu recipročnosti, vrijedi u 
još većoj mjeri o dopunidbenom zakonu, što smo ga mi našli. Naš 
je dopunidbeni zakon neovisan o obliku prostoga broja, a uz to 
ukusniji od dopunidbenoga zakona, što ga daje teorija dijeljenja 
kruga. 

Ako stavimo za prosti broj = primarnoga oblika: 


nz=u--n=(qb,c), (X), 


izlazi po teoriji dijeljenja kruga: 


| : | aa nf-reve i, 
u--vi : 
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mi pak nađosmo, da je 


[pX*_|— ,-+o9 
\u-vi] : 


Te nam dvije jednadžbe daju osobitu relaciju: 


_ (u—v—vt—1) = — (b-++o), (4. 


Brojevi db i c ostaju isti, ako se 7 i ne uzme u primarnom obliku. 
Našim je istraživanjem otkriveno duboko značenje izraza 


JENI 


koje se iz dokaza po teoriji dijeljenja kruga ne razabira. 


Primjedbe o jednoj interpretaciji geometrije 
Lobačevskoga. 


Čitao u sjednici matematičko-prirodoslovnoga rasreda Jugoslavenske 
akademije znanosti i wmnjetnosti dne 15. srpnja 1903. 


ČLAN DOPISNIK DR. VLADIMIR VARIČAK. 


Element luka pseudosferne površine, izvedene rotacijom traktrise 
r == 4sino, z = a(log tg S 2+ 6089) | 
oko osi s, može se pisati u obliku 


d3š = a? (du? -- e“ dv?). 
Supstitucijama 


projicira se pseudosferna površina na pozitivnu polovinu ravnine. 
Uzmemo li još a za jedinicu dužine, prijeći će onaj izraz za ele- 
ment luka poradi ovih supstitucija u 


2 2 
ds? = La : 

Poznato je, kako se geometrija Lobačevskoga interpretira 
na pseudosferi, pa je jasno, da ćemo je moći interpretirati i u 
pozitivnoj polovini ravnine, ako uzmemo ovakav izraz za element 
luka. Ova se interpretacija, koja potječe od Poincarća, primje- 


njuje na pr. u teoriji automorfnih funkcija. Njom su se pobliže 
bavili Lahtin'i A. Sehwarz?. Elementom luka nijesu doduše 


1 JL K. AaxranH: O6E OAHOME KOHKPETHOME HCTOAKOBAHIH 
naanumeTpiu /loćadeBckaro. Maremarnuecki C6opmuki. XVII. 

ŠA. Sehwarz: Zur Theorie der reellen linearen Transformationen 
und der Lobatschewskyschen Geometrie. Wiener Sitzungsberichta II. 
Abth. t. 99. god. 1890. 


R.J. A. 154 6 
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određena sva svojstva prostora, tako na pr. nije određena suvis- 
lost, ali se ipak mogu proučiti mnoga svojstva njegova. U ovoj 
ću radnji na osnovi rečene interpretacije izvesti neke relacije hiper- 
bolne geometrije. 

1. Neke konstrukcije. Potražit ćemo najprije geodetsku liniju 
u pozitivnoj polovini ravnine (2, y) uz onakav izraz za element 
luka. Udaljenost tačaka M, i M, dana je integralom 


NE 
'% 
mm JE di: a) 
y 
Yo 
Uzmemo li oznaku 

Viket_p 2F_x 2F_x% X _ x 
y ro Žr ! 2 1) 2" 1) 


onda ova zadaća vodi na jednadžbu 
K—X, =0. 


Kako je ovdje .X = 0, reducira se ona na X, =< ili 


integracijom se dobije jednadžba geodetske linije 
2 byt—2ga = 63 — 07. 


Ovo je krug sa središtem na osi apscisa. Konstante 6, == p i 


€, mogu se odrediti time, što ovaj krug ima da prolazi tačkama 
M, (Zo, 90) i M, (£,, 4). Da su izpunjeni uvjeti za minimum, ne 
trebamo izvoditi; pokazao je to na pr. A. Schwarz u spomenutoj 


U spomenspisu, što ga je kološvarsko sveučilište publiciralo g. 1902. 
u spomen stogodišnjice rođenja J. Bolyaia, nalazi se ,Index operum 
ad goometriam absolutam spectantium“, koji je priredio R. Bonola. 
Tu su pobrojane radnje o apsolutnoj geometriji počevši od g. 1839. 
U svemu je navedeno 623 -- 292 natpisa. Slučajno se ne navodi pret- 
bodna Sechwarzova radnja. 
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radnji. U ovake se krugove transformiraju geodetske linije pseu- 
dosfere poradi navedenih supstitucija. 
Ako središte kruga, koji prolazi kroz tačke M, (r,0) i M(r,(), 


uzmemo za pol 0, a os apscisa za polarnu os, jednadžba (1) 
daje nam 


s = / = log kJ (2) 
—J sinc * 
g tg 


Kako ćemo raspoloviti luk M, M? Ovo odgovara raspolavljanju 
segmenta pravca u Euklidovoj geometriji. Neka je N (r, 7,) 
raspolovište luka M4, M. Relacija are MN =are NM, može se 
također pisati 


aa tg 
log : = log : 
Ru sb) 0 
t8 9 5 g 
ili 
M: M a 9 Ka 
& 3 483 5 g 


Spojimo M i M, i produžimo 
tu spojnicu, dok ne presiječe os 
X u tački P. Lako se vidi, da 


je u trokutu OPH SI. 1. 
xM=90—*7, XK Pog — Pt, 
pa je tako 
sn PC OM 


MR M OP" 
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Projekciju tačke N u os .X označimo sa Q, pa je onda 


00 
OM 


Cos 9, = 


Ove dvije jednadžbe daju OP. OQ = OM?. No sada su po- 
znate tačke O i P i polumjer kruga OM, pa lako možemo naći 
tačku Q. Ona je presjek osi i polare tačke P s obzirom na krug 
određen tačkama M i M,. Treba dakle iz tačke P položiti na 
krug tangentu; diralište je raspolovište luka M.M4. Samo kad je 
MM, paralelno s osju .X, raspolovljen je luk i s gledišta Eukli- 
dove geometrije. A. Schwarz našao je ovu konstrukciju posve 
drugim putem. 

Ako je spojnica tačaka M i M, normalna na os X, onda je 
x = eonst., dr = 0, pa iz (1) dobivamo 


+ 

y Vi : 

8= | -—> = log *. 3 

JE: 5 u (8) 
y 


Polovište N segmenta MM, ima ordinatu y, koja ispunjava rela- 
ciju y* = 1,9; nju je lako konstruirati kao geometrijsku sredinu. 

Jasno je sada, kako bismo riješili obrnutu zadaću: da se podvo- 
struči zadani luk. 

Za izvođenje konstrukcija potrebno je još znati, kako se jednaki 
segmenti prenose s jedne geodetske linije na drugu. Najprije ćemo 
riješiti zadaću, da se luk AB prenese od tačke Ć na istom polu- 
krugu tako, da bude CD = AB. To ćemo učiniti tako, da spo- 
jimo B i C, a spojnicu produžimo, dok ne presiječe os X u tački 
F. Spojnica AF presijeca polukrug u tački D. Lako je obrazložiti 
ovu konstrukciju. Ako naime segment BC raspolovimo u tački €, 
onda je tom tačkom raspolovljen i AD. Segment pak BC znademo 
kako se raspolavlja. 


Sada ćemo luk AB prenijeti s jednoga polukruga na drugi. Kod 
koncentričnih krugova ide to lako. U izrazu (2) za dužinu luka 
ne dolazi polumjer, pa su tako lukovi koncentričnih krugova, koji 
se nalaze između ista dva radija vektora, među sobom jednaki. 


To se vidi i otud, što se element luka ds = V da*+-dy? ne mi- 
y 


jenja poradi transformacije 
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q=k, y = ky 


t. j. poradi homotetije, kojoj je pol u ishodištu koordinata. 

Ako bismo pak imali prenijeti luk AB s jednoga polukruga na 
polukrug koncentričan, ali tako, da mu krajnja tačka A padne u 
makar koju tačku C,, produžit ćemo najprije polumjere OA i OB; 
tako ćemo na drugom polukrugu dobiti luk CD == AB, a onda 
je lako prenijeti CD počevši od C,, t. j. načiniti C,D, = CD. 

Najopćenitija je zadaća, da se luk AB prenese na drugi polu- 
krug K', koji nije koncentričan s polukrugom X, na kom se na- 
lazi AB, a nema ni polumjer s njime jednak. Nacrtat ćemo polu- 
krug K"', koji je koncentričan sa K i ima polumjer jednak sa X". 
Zatim ćemo luk AB prenijeti sa X na K", da bude CD = AB. 
Na XK" treba onda naći tačke C' i _D' tako, da je CC [[ DD' || 0X. 
Izraz se onaj za element luka ne mijenja poradi translacije duž 
osi X, t. j. poradi supstitucije 1, ==  — k. 

"Moglo bi se također iskati, da C' ima pasti u makar koju tačku 
polukruga K". 

Dalja je elementarna konstrukcija: da se spusti normala iz neke 
tačke na zadani pravac. 

U pozitivnoj polovini ravnine (xy), u kojoj je dužina luka dana 
formulom (1)!, odgovara tomu ova zadaća: Na polukrug X sa 
središtem u O, koji os .X pre- 
sijeca u tačkama Ai 2B, treba 
tačkom M povući krug K', 
komu je središte isto tako na 
osi X i koji je ortogonalan 
prema krugu K. Ovaj se za- 
datak rješava s pomoću ortogo- 
nalnih trajektorija sistema kru- 
gova, koji prolaze tačkama 
Ai B. 

Traženi krug K' bit će nor- 
malan na svaki krug rečenoga 
sistema, dakle i na krug, koji prolazi tačkom M, a pripada u taj 
sistem. Središte je toga kruga na osi Y u tački C, koja se dobije, 
kad se os Y presiječe normalom dignutom u raspolovištu dužine 


" Ovu ćemo ravninu bilježiti u kratko L,. 
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MB. Povucimo CM i zatim MD | CM. Onda je D središte traže- 
noga kruga K', a DM mu je polumjer. 

Kad tačka .M padne u os X, treba k trima tačkama A, B, M 
konstruirati četvrtu harmonijski pridruženu tačku N. Dijametar 
traženoga ortogonalnoga kruga jest MN. Znade se, da svaki krug, 
koji prolazi kroz dva recipročna pola, normalno siječe osnovni 
krug. 

Uzmimo još, da tačka M dođe na krug K. Tangenta na K u 
tački M presijeca os .X u središtu normalnoga kruga. 


2. Kut paralelnosti. Ovdje se nadaje prilika istaknuti jednu 
razliku između Euklidove geometrije i geometrije Lobače v- 
skoga. 

Neka u Euklidovoj ravnini dva pravca XK i K' zatvoraju 
kut a. Ako na kraku X uzmemo tačku M i u njoj uzdignemo 
okomicu, ona će zgađati drugi krak K', pa makar kako daleko 
od vrha kuta « uzeli tačku M. 


U ovoj interpretaciji geometrije Lobačevskoga onim prav- 
cima odgovaraju dva polukruga Ki K', kojima su središta na osi 
X i koji među sobom zatvoraju kut a. Neka polukrug K presijeca 
os X u tačkama A i B, a X" neka presijeca istu os u tačkama 
C i D. Polukruzi X i K' neka se sijeku u E pod kutom «. Polo- 
žimo tačkom C polukrug K"' normalan na X, i neka on K pre- 
sijeca u tački F'. Onda vidimo, da je FF" posljednja tačka, u kojoj 
se na K može dići normala, koja zgađa drugi krak X' kuta =. 
Normale uzdignute u tačkama, koje se nalaze na luku FB, ne 
zgađaju više krak X'. Normala FC paralelna je s krakom K'; 
ona ga zgađa u osi X, a u ovoj je interpretaciji os X skup ta- 
čaka neizmjerno udaljenih. 

Neka je zadana geodetska linija X'"' i tačka E, a tom tačkom 
imamo povući paralelu prema XK". Vidi se, da ćemo osim pret- 
hodnoga polukruga Z' dobiti još polukrug X'", koji prolazi tač- 
kom E i tačkom G, u kojoj K"' po drugi put siječe os X. 

Mogu se dakle u ravnini Lobačevskoga jednom tačkom po- 
vući dvije paralele sa zadanim pravcem (ili neizmjerno mnogo, 
ako za paralele držimo i sve druge pravce, koji prolaze tom tač- 
kom, a ne zgađaju zadani pravac). 

Lako razabiramo, da je 2 t. j. kut paralelnosti, koji pri- 
pada normali a = EF nekakva funkcija te normale; označit ćemo 
je sa [l(2). Kad a raste, vidi se iz slike, da se * umanjuje. Kad 
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E padne u tačku A, onda je a = 0, a z = 0. Kad se a uma- 
njuje, * raste, i kad E padne u F', postane « = 900. 5 geometriji 
Euklidovoj kut je paralelnosti 
konstantno pravi kut. 

Iz ove bismo slike mogli odre- 
diti funkciju 11(2); tako radi na pr. 
Lahtin u spomenutoj radnji. No 
jednostavnije će se odrediti, ako se 
uzme, da geodetska linija K"' pri- 
jeđe u os Y. Tačkom E prolaze dvije 
geodetske paralele; jedna je luk 
EO, a druga pravac EG || OY. 
Normala a luk je kruga sa sre- 
dišttem u 0. Vidi se, da je 
 KFEO = x E08, a x E0S = X FEG, dakle je i KFEO = 
X _FEG t. j. kutovi paralelnosti jednaki su za obje paralele. 

Odredimo sada dužinu luka a. Znamo, da je 


Te 
_ (2 _ log cot Pl) 
a = dho TEO 9 
TI(2) 


i tako je : 
og ge (4) 


Tim je određena relacija između normale a i kuta a == [1(4). 
U formulama geometrije Lobačevskoga može se na temelju 
ove relacije učiniti, da dolaze ili samo kutovi ili samo dužine. Još 
se s pomoću ove relacije mogu ciklične funkcije veličine 1I(a) iz- 
raziti s pomoću hiperbolnih funkcija argumenta a. Tako se dobiju 
oblici, koji su prikupljeni na _ pr. u Engelovu izdanju Loba- 
čevskoga! na str. 345. 

3. Paralele s osju £. Potražit ćemo jednadžbe ovih dviju para- 
lela. No prije ćemo po Lahtinu uvesti jednu vrstu geodetskih 
koordinata. Opišimo iz početne tačke O pravokutnoga koordinat- 
noga sistema polukrug s polumjerom # == 1,1 to u pozitivnoj poli 


! F. Engel: Nikolaj Iwanowitsch Lobatschefskij. Zwei geometrische 
Abhandlungen. Leipzig 1898. 
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ravnine. Gdje on presijeca os Y, tu je početak (2 geodetskoga 
koordinatnog sistema. Taj polukrug uzet ćemo za os 1, a pozitivni 
dio osi Y za os &, koja će se 
iznad 2 uzimati kao pozitivna, a 
ispod (2 kao negativna. Neka je 
sad zadana tačka M(x.y); njezine 
će geodetske koordinate biti 


E>QN, «= NM. 


Dužinu (2N odredit ćemo po 
formuli (3) uzimljući y == 1, a 
y, = ON =Vze+y'. Luk pak 
MN odredit ćemo po (2). Tako je 


em jeme o 
G=1log Vz'+y?, "= — log tg 


Još se vidi, da je 


tg 9 


| 
& je 


Jada možemy tg 7 izraziti sa tg e pa kad još uzmemo na pomoć 


prvu jednadžbu, naći ćemo 


maj 
z2E 3 —— 
ili 
z = č c0sTl(1), y = € sinf1(v). (6) 


Ovima se relacijama prelazi s pravokutnoga koordinatnog si- 
stema u Euklidovoj ravnini na ovaj geodetski koordinatni sustav 
u ravnini L,. 

Za element luka nalazimo u ovim koordinatama izraz 


di = VARA FAA, 
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a za element površine 
dp == chndidr. 


Ovaj se posljednji izraz može dobiti transformacijom izraza 
drdy 


93 


na geodetske koordinate. Jacobijeva je determinanta 


e 


pa ' 


No može se i geometrijski raditi. Linije € == const. i m == const. 
dijele ravninu izotermički. Dužine stranica elementarnih pravokut- 
nika jesu chndč, i dn, pa tako dobivamo odmah gornji izraz. 

Potražimo sada paralelu s negativnom stranom osi &, ako još 
ima da prolazi tačkom B na osi n. S gledišta Euklidove geome- 
trije ova je paralela krug, komu je središte u S i koji prolazi 
kroz O. Trokut OCS daje 


1 


iš 2 cos 1(0) * 


jer je OC = a a (2B =b. Jednadžba kruga, kojim je predo- 


čena spomenuta paralela, glasi 


x 
3 Neo 
2" +-y cos T1(b) 0, 
a u geodetskim koordinatama 


| thx = € thb 
ili : 
cos TI(n) = € cosTl(b). 


Paralela s pozitivnom stranom osi £, koja na osi n odsijeca du- 
žinu b, predočena je pravcem 
z = cos [1(2) 
ili s pomoću (6) 
coslI(n) = e * cos 110), (7) 


a ovo se nalazi u Engela na str. 25. Tamo dolaze jednadžbe još 
nekih pravaca, a te ćemo i ovdje izvesti. 
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4. Pravac u općenom položaju. Pravac, koji prolazi isho- 
dištem koordinata (2 i s osju € zatvora kut A, predočen je u L,-rav- 
nini polukrugom, komu je apscisa središta OS = cotg A, a polu- 
mjer £25 = cosec A. Jednadžba mu je 


N gt -y? -AzootgA =1 
M € — 2£ cosll(n) cotg A = 1. 
Kako je sh = cotg[1(£), možemo ovo pisati 
tgA = tgll(0) satic: (8) 


Pravac okomit na os &, koji na njoj odsijeca dužinu db, ima 
jednadžbu 
Čč =. 


Uzmimo sada pravac okomit na os 1, koji na njoj odsijeca du- 
žinu QQB = b. Slika mu je polukrug sa središtem u S i s polu- 
mjerom SB. (Slika 4.) Najprije je OC ono z, koje odgovara vri- 
jednostima € = 0, n == b. Dakle je po (6) 

OC = eosT1(b), 


a kako je OB = 1, imamo 


1 : 
S pk cos 11(0)' BS a tg [1(0). 


Jednadžba je rečenoga polukruga 


2x 
"= nor 
ili po (6) 
ere o cos I] (s) 
2. <0sl1(0)? 
a napokon 
cosl1(n) sin11(£) “= eos11(0). (9) 


Uz ovu ćemo sliku 4. još pokazati, da je refleksija na jedinič- 
nom krugu, komu je središte u O, u ovom mjerenju isto, što i 
refleksija na pravcu u običnom mjerenju. 
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Uzmimo tačku M(£,n) i potražimo tačku M'(—:,"). Tačkom M 
povući ćemo normalni krug K na polukrug jedinični, kojim je 
predočena os n; luk toga normalnog kruga jest MB, i sada mo- 
ramo načiniti BM' = MB. Povući ćemo u B tangentu na XK; 
ona će proći kroz O, a sastavivši O sa M dobit ćemo na K tačku 
M'. A odmah se vidi, da se ova tačka /M' dobije iz M transfor- 
macijom s pomoću reciprokih radija vektora. Po slici je 


OB? = OM. OM 
ili 


O? = ON. ON. 


Tačka (2 raspolavlja dužinu N'N, dakle je doista #' == -— £, 
Izraz za element luka, kako je dan u geodetskim koordinatama, 
ne mijenja se poradi refleksije na n == 0. Kad uzmemo na um pre- 
đašnje slučajeve, gdje je luk ostajao neizmijenjen, možemo lako 
zaključiti, da se luk ne mijenja poradi općene projektivne trans- 
formacije. 

Sada ćemo uzeti pravac, koji os n siječe pod kutom A i na njoj 
odsijeca dužinu b. Označimo tačku, u kojoj taj pravac siječe 08 “, 
sa M, a tačku, u kojoj on siječe os X, sa B. Središte kruga, kojim 
je taj pravac predočen, neka je na osi X u tački S. U trokutu 
OMS imamo kod O kut Ti(b), a kod M kut A, a strana je 
OM = 1. Dakle je 


s sin A m sin T1(6) 
= GTAHTOL 25 = sa(4+ĐJ 


Jednadžba kruga, kojim je ovaj pravac predočen, jest 
(6— 08)! +9" = SM, 


a iza malene preobrazbe 
. in?11(b) — sin?A 
21,3 NY — ID VJ AA 
(22-b-y?) sin [A +-11(6)] — 2z sin A STA CUO] 
Brojnik razlomka na desnoj strani pisat ćemo kao produkt sume 
i diferencije dvaju sinusa, a onda ovu sumu i diferenciju pretvoriti 
u produkt. Nazivnik se pak dade izraziti funkcijama polovine argu- 
menta, i tako se prethodni izraz dade pisati u obliku 
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2x sin A = (2% -b-y*) sin [A--IM6)] + sin[4—I1()] 
ili napokon 
2 cosll(n)sin A == sin [4-+-I1(b)]-+-e-* sin [A—T1(b)]. (10) 


Uzmemo li ovdje A = 90% dobit ćemo (9), a uz A =1(0) 
imamo palalelu s —. 

Analogan je zadatak, da se nađe pravac, koji u udaljenosti b 
od ishodišta (2 presijeca os € pod kutom A. Krug, kojim je ovaj 
pravac predočen, neka ima središte na osi X _ u tački S. a os € 
neka on presijeca u M. Vidimo, da je OM ono g, koje odgovara 
vrijednostima n = 0, # — 8, dakle je 


OM = e, 
Iz trokuta OMS imamo 
2 a 
PRE 
dakle je jednadžba kruga 
23 -y?—2z e. = e 
gy gd 6 


a po (6) je 


b 
€ 
€ — 2e eosT1(+) . = — e = 0. 


To se dade pisati 
€ — e _ cos ll(m) 


260 tg4 
ili 
€ —0_e (#—b) _ cos Fl(n) 
7 44 
napokon 
tg A = tgll(E—b) cosTI(n). (11) 


Za paralelu s negativnom stranom osi n treba uzeti 


A=|1(0), 
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pa je 
tg Ib) = tg TI(E—D) cos I1(n). 
Sada je 
: _ sinllE)sinl1(0) 
tg 19) = ZETE) —cosiN(8) 


i tako se jednadžba paralele s negativnom stranom osi m javlja u 
obliku 


cos I(£) — cos II(b) — cos II(b) cos TI (1) sin II(£) = 0. 


Ova paralela odsijeca na osi € dužinu b. Uzmemo li b -— o, 
onda je cosiKb) = 1, a ova jednadžba prelazi u 


tg 0 u coe IK(n) 


ili po (4) u 
€ * = — cosIl(n). 


Ovo bismo na isti način dobili i iz (17). To je jednadžba para- 
lele sa “ći —u. 

Dodatak. Na osi € zadana je tačka T'; kako ćemo konstruirati 
kut paralelnosti, koji pripada dužini (1T == £? 

Neka os n presijeca os X u tačkama A i B. Spojimo A i Ti 
u raspolovištu te dužine dignimo okomicu, koja os .X siječe u tački 
P. Onda je K OPT = 11(£). Pravac AT presijeca os n u D. Spoj- 
nica DB paralelna je sa _RP. Dalje je 


X RPA = 5 IL(£), dakle i X DBA = £ I(€), ' 
a centrični kut DOA =T[1(£). Treba dakle samo odrediti tačku D 
spojivši A sa 7. 

Kut DOA također je kut paralelnosti, koji odgovara dužini (2D 
na osi m. Iz toga razabiramo, kako bismo prenijeli zadanu dužinu 
s jedne osi na drugu. 

Ova konstrukcija kuta paralelnosti ne mijenja se, ako je ći 
negativno. 
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5. Trigonometrija. Sada ćemo izvesti glavne poučke hiper- 

bolne trigonometrije. Uzmimo pravokutni trokut I2MN, komu su | 

katete £ i 7, a hipotenuza s. | 

Jednadžba pravca, koji prolazi 
kroz (2 i M, jest 


tgz =tgll(C) cosl1(1) 
ili 
tgashž =thn. (12) 


Potražit ćemo dužinu 2M. Za 
element luka ravnine L, dobivamo 
u geodetskim koordinatama izraz 


ds = VoRdEF dd Va Fo. 
Iz (12) nađe se 


a kad se ovo uvrsti u prethodni izraz za ds, biva 


e. de 
= co82 (1 —tg?zsh#:)! 
dakle 
ame a == 
cos _J 1—tg*zsh2' 
0 
Supstitucijom 
thk =€, 
(2 
1—t# 
dt 
1—t 


sh = 


dt = 


prelazi taj izraz u 
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t dt 
=). 5 gih 
1— NAN Cos 2 
0 C0822x 
Tako je 
thscosz =thš (18) 
ili 


cos [1(8) cos 2 = cosll(£). 
Uzmimo sada za element luka izraz 


ds == dn VI+£%. chšr. \ 
Ako iz 
1 
, $ 
s". ohtn = tg? ch%% ehžn 


izlučimo £ na temelju relacije (12), dobit ćemo 


ds =: dm V- Beca Fl TR imi _ 1. o ET 
tg*2--th?x, V ain?z -Hth*n(1—sin? a) 


hn dn 
dnehn sina a 


= Vreinizdshtn V 1+ 


ss 


dtovaš shn __ i 
Supstitucijom om t prijeđe ovo u 


pa je tako 


ili 
sh$sinx —shu, (14) 


koje se u drugoj oznaci piše 


tg I1(s) = :tgII(n). sin 2. 
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Kad iz (13) i (14) eliminiramo kut a, dobivamo 
ch8 ==chžehr (15) 
ili 


sin 11(8) = sin IL(£) sin (1). 


Ovo je ujedno jednadžba kruga sa središtem u (2 i s polu: 
mjerom 8. Trebamo još koju formulu, u kojoj će dolaziti kut 3. 
Iz slike se vidi, da je 


OR = cotg2, OM = &, MR = cosec 2. 
Iz trokuta ORM jest 


2. 2 =a 
cos p = O heoseo*a—cotgta_ koopeote onto m: sE Ena 
Lo 
cosf = sina ceh? (16) 
ili 


sinz = cosB sinIl(€). 
Iz istoga je trokuta 


dok je iz trokuta OMP 


MP= OM.sno=e€.FP, 


Cos € 


No MP je ono g, koje pripada vrijednostima £ i u, te je tako 


e 
MP = chm 
i napokon 
cosz = sinBehn (17) 


ili 
sin == cos 2 sin I1(1). 


Ostalih pet formula možemo naći bez slike. Kad (16) i (17) iz- 
množimo među sobom, izađe 


tga tg4 chs =1. (18) 
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Iz (13) i (17) izlučimo cosa, a u resultatu zamijenimo ch n 
s vrijednošću, koja mu odgovara po (15), pa će izađi 


sh == shs sin$. (19) 


Po (14) i (15) odredimo thn, pa ćemo s pomoću (19) dobiti 
jednadžbu (12), od koje smo i pošli, a s pomoću (16) 


thn = ths cosf. (20) 
Po (19) i (16) odredimo th&, pa ćemo s pomoću (14) dobiti 
tht = shn tgf. (21) 


6. Drugi način izvođenja. U ostalom bismo trigonometrijske 
formule u ravnini LZ, mogli izvesti računom varijacija na način 
analogan onome, kojim je Euler! izveo sfernu trigonometriju. Za 
luk smo imali izraz 


a 
= Ja Veh*ni-n't. 
0 
Kako u podintegralnoj funkciji ne dolazi &, moći ćemo po formuli 
9 
Foa,n=" Za +C 
pisati | 
pe nA +0 
3 = >= 
Veh n+Hn Vehh-Fr? , 
a otuda 


Cd 
chn V ehtn—C! 
Kad u izraz ds = Vehtndf* + dn! uvrstimo prethodni izraz za 
dt, izlazi 
F chn dn 
= Vehth— 0 


1 Vidi Ostwald'a Klassikor Nr. 73. 
RJ A. IGA. T 


(28) 


= 
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U nazivniku izraza (22) možemo C* pomnožiti sa ch*n—sh%n == 7 
i onda izlučiti faktor V 1— C', pa će izaći 


C 
di = dare sh Viza:'ih 
dok je 
shn 
Vi—C 0 


ds = dare sh 77. 
Prema tomu je 


C 
sht = ViZG thn, 


mu 
*=vVi=& 


Ogledajmo na slici 5. pravokutni trokut MQT. Na pravcu OM 
jest n stalno pa je zato MQ =chndt. Na luku SQ stalno je E, 
zato je QT = dh, a kad u izraz za MQ supstituiramo za KK vri- 
jednost (22), a za dn izraz QT, izaći će 


C.QT 
Vehin= 08 


MQ = 


C 
pa je tako tg8 = Viša Gi 2 prema tomu 


dd: C moa V ch'n—C?. 
= ehn' = chn 
Uzmemo li, da M padne u (2, onda je n = 0. Po (22) jest 


dn _ Vehtr—QC 
cehndb € _' 


a ovo će biti tga, kad bude n = 0. Dakle je 


VI—C:? = 
= ža sina =VI1I—C!, cosa == C. 


ga = 


U izrazima za shč, she, tg$, sin$, cosB treba C zamijeniti sa cos«, 
pa se dobiju formule, s pomoću kojih se mogu izvesti sve relacije 
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među kutovima i stranama pravokutnoga trokuta u ravnini Loba- 
čevskoga. 


1. Krug. Na str. 208. navedenoga djela daje Engel kao je- 
dnadžbu pravca u normalnom obliku 


cos u . cos F(E) + sino . cos .F(n) . sin F(£) = cos F(p). 


Ovdje stoji F" mjesto II; k tomu p znači dužinu normale spu- 
štene iz (2 na taj pravac, a o je kut, što ga ta normala zatvora 
s osju -H-£, Tu ćemo jednadžbu pisati ovako: 


0056 sht -+ sino thn = thp ht. 


Ako se mijenja kut w, dok p ostaje isto, ovaj će pne omotati 
krug. Derivacija je po e | 


COB W thn — sino sht = 0. 


Iz ove je dvije jednadžbe 


= thp eht sht 
sin “sh% -F thšn 

: _ thpthnceht 
GEES VET VE 


dakle sh?t + thn = ch th? Xp ili iza nekoliko transformacija. 


chtchn = chp 
sin TK(£) sin 11(n) = sinl1(p). 
Ovo se može pisati 
_: A&chp 
“Li = 
* + chn : 
s e 
2 
e + gr e chp = 0, 
a po formuli (b) i 


22 kyt +1—Hgehp =0 
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2* + (y—chp)* = sh*p 
siki (» «in TG) 3 = 0otg*I1(p). 


S gledišta Euklidove geometrije prikazuje ovo krug sa sre- 
dištem u (0, ch p) i s polumjerom jednakim shp. Ovdje je geo- 
detsko središte bilo u tački (2, no da smo ga uzeli u M, (2, 9), 
dobili bismo 


(Z—2)? + (V —9chp)? = y?sh?p. 


Ovaj se oblik nalazi u Lahtina na str. 775. 


Do te ćemo općene jednadžbe doći ovako: Uzmimo u ravnini 
(c, n) tačku 2B, (fo, ne) za središte kruga, komu je polumjer p (vidi 
sl. 8.). Tačka .B (t, n) neka je jedna tačka toga kruga. Iz te tačke 
B spustimo normalu BQ na 2B, A4. Vidimo, da je BAA,Q če- 
tverokut sa tri prava kuta. Ako označimo 


QB=q, AQ=n, AA Z=2—4 AB=, AB=nh, Q0BE=n—h, 
onda je po glavnoj formuli za pravokutni trokut 
sin 11(p) == sin Il(ng—n,) sin 11(9). 


Po formulama za četverokut sa tri prava kuta, koje imamo u 
Engela na strani 347., možemo pisati 


sin Il(q) = tg IT(n) ootg Il(1,), 
dakle je | 
sin I1(p) = sin l(n—n,) tg TIN) cotg TI(z,) 
ili 
sin TI(no) tg TI(n) eosTI(n,) 


sin 11(») = 1 — cosli(no) cos fl(ny) 


Iz istoga onog četverokuta imamo 
cos ll(ny) = cosll(n) . sin ll, —t), 


zato je napokon 
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oim IC) sin Ira) sin II —t) 
1— cos II(n) cos TI(no) sin TIE —&) 


jednadžba kruga s geodetskim središtem u M, (&, 1) i s geodet- 
skim polumjerom p. U drugoj oznaci može se to pisati 


sinll(») = (24) 


chp =chnchn, ch(a—t) — sh 1 sh na. 


Da razaberemo, čime je ovaj krug prikazan u Euklidovoj 
ravnini, riješit ćemo jednadžbu (24) po sinll (&,—E£), pa možemo 
pisati 

dh G—b) = [cos [I(n) cos Il(2,) + O aj i 


ili iza lagane transformacije 
£25— 265 cos [I(no) . cos IT(n) — 2e$ sin (no) . & sin (m) . E) 1 20. 


Po formulama (6) prijeđe to u 
2% b+y*—247— Boy ehp +2 +9 = 


(z— 2)? + Y—9chp)* = g9?sh?p. 


Povratimo se sada na krug s geodetskim središtem u (2 

Kako ćemo nacrtati krug sa središtem u (2 i s polumjerom 
0P=p? Tačka je P na +, i sada treba na osi E načiniti 
NP= AR i raspoloviti PR: polovište Č Euklidovo je središte 
kruga, kojim je predočen ovaj krug Lobačevskoga. 

Kako ćemo naći geodetsko središte zadanoga kruga? Treba ras- 
poloviti PR; to se izvodi tako, da se konstruira geometrijska sre- 
dina među ordinatama ovih dviju tačaka P i R. Znamo, da je 


O =VOP.oOR = 0T. 


Dakle će se geodetsko središte naći tako, da se iz O povuče 
tangenta OT' na zadani krug; tom se tangentom onda opiše iz O 
luk, koji os $ presijeca u (2, t.j. u geodetskom središtu zadanoga 


ili 


kruga. 

Tačke O i (2 barmonijski su pridruženi polovi s obzirom na 
ovaj krug. Doista je 50 = — 1, jer je (2 polovište dužine PR, 
dok je a0 71 jer je PO = 0%, a tako je i RO. 
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Sistem ortogonalnih krugova temeljnoga kruga AQ0B, kojim je 
predočena os n, prikazuje nam, u ovoj interpretaciji geometrije 
Lobačevskoga, sistem koncentričnih krugova, jer oni svi imadu 
zajedničko geodetsko središte u (2, a samo im se mijenja polu- 
mjer. Jednadžba je ovoga sistema 


sin (€) sin Tl(n) == sin1I(p), 
gdje je p parametar. Svezak krugova, koji prolaze tačkama 
z=0 y=090 i z=0, y = — ON, 


a središta imadu na osi .X, prikazuje dijametre onih koncentričnih 
krugova. Jednadžba je ovoga drugog sistema 


tg II(£) cos Il(n) = tg A. 


Ovo je naime jednadžba geodetskih linija, koje prolaze kroz (2 
i s osju € zatvoraju kut A. 

8. Granični krug. Uzmimo sada sistem krugova koncentričan 
u običnom značenju, pa potražimo njihova geodetska središta. Po 
konstrukciji se odmah razabira, kako se, kad polumjer kruga raste, 
geodetsko središte sve više odmiče od Euklidova središta i pri- 
bližava osi X. Kad polumjer postane neizmjerno velik u ovom 
načinu mjerenja, t. j. kad se krug dotakne osi .X, geodetsko mu 
središte padne u samu os X. Tako dolazimo na granični krug, koji 
prolazi svojim geodetskim središtem O. Polumjeri su mu luci kru- 
gova, koji imadu svoja središta u osi .X, a svi tangiraju os Y. 

Granični je dakle krug u ovoj interpretaciji predočen krugom, 
koji tangira os X. Os toga graničnoga kruga neka je Y. Jednadžba 
će mu onda biti 

g by*—2ry =0 


€ — 2r sinTl(n) = 0. (25) 


ili 


dobivamo 
€ — sinll(n) = 0 


za jednadžbu graničnoga kruga. Poradi geodetske refleksije ili, što 
je isto, transformacijom s pomoću reciprokih radija vektora pri- 
jeđe ovo u 


Uzmemo li r= 5 
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€ * — sinfl(n) == 0, (26) 


a to je također geodetski krug. Ova jednadžba dolazi u Engela 
na str. 27. Ovaj je geodetski krug predočen pravcem, koji tangira 
os nou ishodištu (2 (sl. 6). U pravokutnim mu je koordinatama : 
jednadžba y == 1. Svaka paralela s osju X u ovoj je interpretaciji 
slika jednoga graničnog kruga. Refleksijom na osi n dobivamo 
drugi granični krug, koji mu odgovara. Granični kruzi iste vrste, 
koji imađu istu os, imadu i isto geodetsko središte; koncentrični 
su. Do jednadžbe graničnoga kruga, koji je predočen paralelom 
s osju X, možemo doći uzevši u jednadžbi 


#*+y—a+rnP=r 
oda je r = 00. Ona se reducira na 
v=a ili sinll(n) =a 


Do ova bismo dva graničnak ruga mogli doći i tako, da veličinu 
€ jedan put računamo od tačke, u kojoj krug sa središtem u f2 
presijeca pozitivnu stranu osi €, 
a drugi put od tačke, u kojoj taj 
krug presijeca negativnu stranu 
osi £, pa da uzmemo r = oo. 

Dijametri su ovoga drugog kruga 
paralele s osju Y. 

Luk graničnoga kruga možemo 
lako odrediti. Uzmimo granični 
krug K predočen pravcem, koji 
os 'n tangira u tački (2, i na njemu 
tačku M (€, 1). Iz pravokutnoga trokuta OM dobivamo 


s = NM = cotgl1l(n). 


Uzmimo drugi granični krug, predočen paralelom s osju X kroz 
tačku (2,. Iz sličnosti trokuta, koje tu dobijemo, uvjeravamo ge, 
da je u ovoj interpretaciji (M, == A2M. Kako u izrazu za luk 
graničnoga kruga ne dolazi £, razabiramo, da će istom ovom for- 
mulom biti predočen i luk svakoga graničnoga kruga, dakle i 
onoga, koji se iz X dobije geodetskom refleksijom na osi n, a pre- 
dočen je krugom, komu je dijametar Of2. To možemo i analitički 
naći. Jednadžba graničnoga kruga može se pisati 


104 V. VARIĆAK, (24) 


a odavle je 

Kk 

nem 

ds = dnV 1+-shth =chn dn, 
dakle 


8 = shn = cotgIl(n). 


Taj se luk javlja na slici u pravoj veličini, jer je za njegove 
tačke y = 1. Tačkom M povucimo paralelu s osju £. Ova os i ova 
paralela odsijecaju na onom drugom graničnom krugu, koji je pre- 
dočen paralelom s osju .X kroz (),, dužinu f,N, i sada je 


OM 
hN= "za ' 


a kako je Of2 = e* , može se ovo pisati 
= se #. 


U Engela je na strani 274. pokazano, kako se s pomoću ovoga 
može odrediti površina sektora graničnoga kruga. 

9. Ekvidistantna linija. Uzmimo isti onaj sustav koncentričnih 
krugova, kao na početku tačke 8., pa ogledajmo one njegove kru- 
gove, koji sijeku os X. Geodetska su središta ovakvih krugova 
imaginarna. Tako dolazimo do treće vrste krugova u ravnini L,.! 
To su ekvidistantne linije, kojima je medijana dana jednadžbom 


č= € 
Potražimo jednadžbu ekvidistantne linije, kojoj je medijana os m. 
Tu treba naći zamotaljku kruga 
(L—2%)?+ (9 —9chp)" = yo*sh?p, 
kojemu se središte miče po osi m, t. j. koordinate središta vezane 
su relacijom 
z+y=1 

1 F. Hausdorff: Analytische Beitrage zur nichteuklidischen Geo- 

metrie. Berichte der k. sichs. Ges. d. Wiss. Leipzig 1899 str. 172. — 


zove te tri vrste ovako: Kreis (Cyklus), Linie gleichen Abstandes == 
Ueberkreis (Hypereyklus), Grenzkreis (Paracyklus). 
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Jednadžbu onoga kruga možemo pisati također 

. 23 --y— 22 — AUpoyehp +1 =0 

' (2* +9" + 2) — 2592]? = 4y*eh*p» (1— 2,9). 


Kad ovo derivujemo po 2, dobivamo 


2 2(2'+y'+1) 
+7 (gt Pyfehšp) 


a to uvršteno u prethodnu jednadžbu dade, kad se pokrati, 
(2 +9" +1)? = 4(2" + g*ch?p) 
(2? + y*— 1)? — 4y*shtp = 0. 


Rastavimo li izraz na lijevoj strani u faktore, razabrat ćemo, 
da se ekvidistantna linija sastoji od dva kruga 


ili 


2*+-y"—2yshp—1=0 
i 223 -by?+-%shp—1 = 0. 


Ove jednadžbe možemo geo- 
metrijski dobiti ovako. Krug, 
kojim je predočena ta ekvidi- 
stantna linija, ide tačkom D, 
jer je AND =p, i ujedno tač- 
kom A; središte mu je na osi 
& u C. Sada je 


Dalje je 
AD =V0A1+0D? = V1 Fre. 
Kako je ša u 
OD:BD=AD:0D, BD =-5 AD, 
imamo 
CD = chp, 
dok je 


OCĆ = OD—CD = shp. 
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Ekvidistantna je linija predočena krugom, komu je središte u 
(0, sh p), a polumjer mu je chyp. Jednadžba mu je 


£5 -h-y? —2ysbp—1=0 
ili | 


e ud shp =1. 


ch 1 
To se dade pisati 
sht ehn = shp, 
a u drugoj oznaci 
tg 11(£) sin [1(n) = tg 11(p). (27) 


Za drugi dio ekvidistantne linije dobili bismo na isti način 
OD =eP, CD =chbhp, OC =: shp. 
To je dakle krug sa središtem u (0, —shp) i s polumjerom ch p. 


Da dobijemo ekvidistantnu liniju, kojoj je medijana os &, po- 
tražit ćemo zamotaljku krugova predočenih jednadžbom 


z" +bHy?"— Ayoyehp -- 90" = 0, 
u kojoj je y parametar. Dobivamo 
£*— y?sh*p = 


t.j. ta je ekvidistantna linija predočena pravcima 


1 _ 
"hp! *% sho “ 
ili 
y==tgll(p), y = — ztgll(v). (28) 


Na osnovi formula (6), a i direktno iz slike razabiramo, da se 
u geodetskim koordinatama ove jednadžbe mogu pisati 


n=» n=—p. 


Ovi pravci zatvoraju s osju .X kutove jednake kutovima para- 
lelnosti, koji odgovaraju stalnoj udaljenosti p i —p. 

Bez obzira na ovu interpretaciju geometrije Lobačevskoga 
možemo jednadžbe ekvidistantnih linija naći ovako. Jednadšba 


kruga, komu je središte na osi £, jest 
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chp = ehn eh(&, —f); 
derivujmo po i eliminirajmo ć,, pa ćemo dobiti odmah 
P= 
Krug, komu je središte na osi 1, ima jednadžbu 
chp =chtehncehry —shn shv, 


a kad se iz ove jednadžbe i njezine derivacije po n eliminira “7, 
izađe 
sh» =sht eh". 


10. Specijalna jedna transformacija. Sada ćemo ogledati 
transformaciju, kod koje se ne mijenja apscisa zadane tačke, dok 
su kutovi paralelnosti, što pripadaju ordinatama tačaka, koje kore- 
spondiraju, komplementni. Ta je transformacija određena jedna- 
džbama 


uJ 


E=&, NG) +1) = s (29) 


Ova je transformacija poznata već u literaturi!; ovdje ćemo po- 
kazati, kakvo joj jednostavno značenje pripada u ovoj interpreta- 
ciji geometrije Lobačevskoga, a i generalizirat ćemo je, da 
bude vrijedila u cijeloj ravnini. Znademo i vidjeli smo na sl. 3., 
kako se konstruira kut paralelnosti, koji odgovara dužini a odmje- 
renoj na osi n; zato ćemo odmah iz ove slike moći. razabrati, kako 


bismo konstruirali !I(n,) = : — 1I(n), t. j. kako bismo odredili 


tačku M,, koja odgovara tački M. Povučemo li pravac y = 2, 
vidimo, da se ova transformacija svodi na običnu refleksiju na 
ovom pravcu; lik F'(x,y) = 0 transformira se u F'(y,2) = 0. 
U ostalom razabiramo to i s pomoću formula (6), da z prijeđe u 
y i obrnuto, kad se [l(n) zamijeni komplementnom vrijednošću. 
Označimo li ovu transformaciju sa S, to je 82 == 1; transformacija 
je involutorna. Prema temeljnoj relaciji među dužinom okomice i 
kutom paralelnosti, koji joj odgovara, možemo ovu transformaciju 
pisati u obliku 

1 H. Liebmann: Die Construction des geradlinigen Dreieeks der 
nichteuklidischen Geometrie aus den drei Winkeln. Berichte der k. 
sachs. Ges. d. Wiss. Leipzig 1901., str. 483. 
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t=t,, 2 are tg 67" + Barotge " = S 
Dalje je 
sivog ta. ev 
tge. = arctge_ =arc , 
4 4 
pa je dakle 
€" =th -3 
zato (29) možemo još pisati ovako 
i=b, n= Barethe ". (30) 
Iz 
Lu 
M: log th 2 


razabiramo, da je n, realno, dok je m pozitivno. Ovom se dakle 
transformacijom ne može s pozitivne polovine ravnine (&, n) prijeći 
na negativnu; ova transformacija vrijedi samo za tačke u pozi- 
tivnoj polovini ravnine. Zato ćemo odrediti analognu transformaciju 
za negativnu polovinu ravnine. Znademo, da je 


1(—n) = =— (0), I(—n) == =—1(MN), 
dakle 
In) +10) = 51, 
stoga će 
(=k, No) +NG)= >= (81) 


biti analogna transformacija, koja vrijedi u negativnoj poli rav- 
nine (E, n). Interpretirati je možemo kao refleksiju na pravcu 


Y = — z, kako se iz slike direktno uvjeravamo. Za nju je 
€ "= — eth .. 


dakle se njom ne može prijeći na pozitivni dio ravnine. 
U ostalom se ove dvije transformacije dadu stegnuti u jedno. 
Znamo, da 
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ima vrijednost .. ako je n pozitivno, a — .: ako je n nega- 


tivno. Kako ni 1, imadu isti znak, mogu se (29) i (31) stegnuti u 


0, 
t=t&, NG) + Mn) = aresin = J = *_ du. 
0 


Resultati ove transformacije, kad je shvatimo kao refleksiju na 
pravcima y5=2 i y=— 2, postaju sad očigledni. Os £ transformira 
se u os X, t. j. u neizmjerno udaljeni pravac; os n transformira 
se sama u sebe. Tako se isto ne mijenjaju kod ove transformacije 
geodetske linije £ == const., ni krugovi, kojima su središta na 
pravcu y == z, kao ni granični krugovi, koji tangiraju os £. Po- 
đimo da ispitamo, u što prijeđe paralela s negativnom stranom 
osi &. Neka ta paralela na osi n odsijeca dužinu bd. Na slici je ta 
paralela predočena lukom OB. Luk simetričan s ovim lukom a ob- 
zirom na pravac y = z luk je graničnoga kruga, koji os X tan- 
gira u tački O, i to onaj dio graničnoga kruga, koji leži u pozi 
tivnoj poli ravnine (£, n). Paralela prema osi —t transformira se 
dakle u granični krug. Da se dobije cijeli granični krug, valjalo bi 
još uzeti i onu paralelu s negativnom stranom osi &, koja na osi m 
odsijeca dužinu —b. 

Po (7) jednadžba je prve paralele 


cos l(n) == & cos 11(0), 
a kad ovo transformiramo po (29), dobit ćemo 
sin Il(n,) = £: cos 110), 


a ovo je jednadžba graničnoga kruga. Taj je granični krug u ovoj 
interpretaciji predočen kao .krug sa središtem u.S i s polumjerom 


r = 08 = 


E 
2 cos [1(0) ? 
kako se vidi iz slike, koju je lako nacrtati. 
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Paralele s pozitivnom stranom osi Z transformiraju se u granične 
krugove predočene pravcima y = const. 

Dva pravca, koji se sijeku (kao i oni, koji se ne sijeku), imadu 
u L, četiri zajedničke paralele. Ako hoćemo da potražimo paralele 
zajedničke osima & i n, treba da ogledamo paralele sa 


—ti+=u, ==, +E i+Hn, HE i—n. 
Njihove su jednadžbe po redu 


č —eosll(n) == 0, 
e -- eosll(n) = 0, 
€ *— cos l1(n) = 0, 
e *--eosll(n) == 0. 


Prva i treća paralela leže u pozitivnom dijelu ravnine (&, 1), 
zato ćemo na njih primijeniti transformaciju (29); druga i četvrta 
leže u negativnom dijelu, zato ćemo na njih primijeniti transfor- 
maciju (31). Tako ćemo dobiti, da se prva i druga paralela trans- 
formiraju u granični krug 


gi —sinllm) = 0, 


a on je u ovoj interpretaciji predočen krugom, koji ima OK za 
.* premjer ; treća pak i četvrta dadu granični krug 


€-% — gin Il(n,) = 0 


predočen pravcem, koji os n tangira u ishodištu (2. Ova se dva 
granična kruga mogu jedan iz drugoga dobiti geodetskom refie- 
ksijom na osi n; u istoj su srodnosti prva i treća paralela, a tako 
isto druga i četvrta. Svaka paralela daje samo polovinu granič- 
noga kruga, koji joj odgovara, i to onu, koja s njom leži u istom 
dijelu ravnine (£, n). Kad bismo ove paralele doista nacrtali, do- 
bili bismo ove resultate na prvi pogled. 

Uzmimo sada pravac, koji prolazi ishodištem (2 i os £ siječe 
pod kutom A. Jednadžba mu je 


tg A = 410) cos l1(1); 
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transformacijom (29) prijeđe on u 


tg 4 =1tg11(6) sin lU(n,), 


a kad ovo isporedimo sa (27), vidimo, da je to ekvidistantna li- 
nija, kojoj je medijana os n. Samo moramo uzeti, đa je p ona 
dužina, koja odgovara kutu paralelnosti A. 

Ovaj pravac, što smo ga sada uzeli, leži dijelom u pozitivnoj, 
a dijelom u negativnoj polovini ravnine (£, 1). Ekvidistantna li- 
nija, što smo je sada dobili, slika je onoga dijela pravca, koji je 
u pozitivnoj polovini ravnine. Zato se i od ove ekvidistantne linije 
ima uzeti samo onaj dio, koji je u pozitivnoj polovini ravnine 
(& 1). Na onaj dio pravca, što je u negativnoj poli ravnine, mo- 
ramo primijeniti transformaciju (31), pa dobijemo 


tg (nA) = tg UG) sin I1(1,). 


Kutu paralelnosti #— A ili "—1IK(p) pripada dužina — p, dakle 
je ovo jednadžba ekvidistantne linije, koja je s prvom simetrična 
s obzirom na os 1. Uzeti se ima samo onaj njezin dio, koji je u 
negativnoj polovini ravnine (&, 1). Drugu bismo polovinu jedne i 
druge ekvidistantne linije dobili, kad bismo uzeli još pravac, koji 
je sa zadanim pravcem simetričan s obzirom na os €, pa ga ovako 
transformirali. Na slici se mogu ovi resultati direktno očitati. 

Uzmimo još pravac, koji u udaljenosti b od ishodišta f2 pre- 
sijeca os E pod kutom A. Njegova je jednadžba 


tz A = tg I1(£—8) cos II(n). 


Ako mu transformiramo onaj dio; koji leži u pozitivnoj polovini 
ravnine, dobivamo 


tg A = tg TI(E,—b) sin II(1.). 


. Da nađemo geometrijsko značenje ove jednadžbe, izrazit ćemo 
tglI(£, —b) s pomoću eksponencijalne funkcije, pa ćemo dobiti 
mjesto prethodne jednadžbe relaciju 


EI — g 2:1) š E Ga u = 0 | 
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b . 
2* + "27 —eW — 0, 


a ovo je jednadžba kruga, komu je središte u (0, <T pa 


polumjer mu je jednak i: Dakle ona jednadžba predočuje 
ekvidistantnu liniju, kojoj je medijana geodetska linija € ==b; 
medijana je normala na os & u onoj tački, u kojoj zadani pravac 
siječe os &. 


Da nađemo apscisu presjeka ove ekvidistantne linije s osju Č, 


moramo uzeti 1 = 0, sin 11 (1) = 1, pa onda dobijemo iz posljednje 
jednadžbe na prethodnoj strani, kad je riješimo po € 


A 
či == b +logootg 2> 


dakle je stalna udaljenost tačaka ekvidistantne ove linije od medi- 
jane £ == b dana relacijom 


A 
p = log eotg 5 


tj. p je dužina, koja pripada kutu paralelnosti A. Iz ovoga raza- 
biramo također, da se os & transformira u neizmjerno udaljen 
pravac, jer za A =0 imamo p = 0%; geodetske linije £==c ostaju 
neizmijenjene, jer za A == 90% imamo p = 0. 
EKvidistantne linije, kojima je medijana os £, transformiraju se 
u ekvidistantne linije iste vrste, kako se razabira iz jednadšbe 
n=p ili još laglje iz slike. Tu imamo pravce kroz ishodište 0, 
a oni refleksijom na y = Z prelaze u isto take pravce. 
Pravac, koji na osi n odsijeca dužinu b i na njoj stoji okomito, 
ima jednadžbu 
cos [1(n) sin IL) = cos 11(0), 
koja će ovom transformacijom prijeći u 
sin II(n,) sin T1(£,) == cos [1(0). 


Ovo je krug, komu je geodetsko središte u (2. Ako mu polu- 


mjer označimo sa p, onda je 
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Ip) + 1) = 5. 


Sistem pravaca ortogonalnih na os n transformira se u sistem 
koncentričnih krugova sa zajedničkim geodetskim središtem (2. 


Pravac (10), koji os n siječe pod kutom A i na njoj pa 
dužinu b, transformira se u krug 


2 sin f1(n,) sin A = £: sin [A--I1(8)] + e *: sin[4—1I1(0)]. 


Taj je krug s gledišta Euklidove geometrije predočen krugom, 
komu je središte u 


nj <. sin 4 
>) 4 — ATI 
dok mu je polumjer | 
a mno. 
sin [A -+-11(2)] 


Krug sa središtem u M, (Zg. 90) 1 s polumjerom p ima jednadžbu 
(£—2)" + (y—ychp)" = go*sh*p; 


kako je ova transformacija refleksija na pravcu y — 2, vidimo, 
da će se ovaj krug transformirati u krug 


(Z—y9chp)? + y— 20)?" = y0?sh?p. 


U kom je snošaju prvi krug prema osi _Y, u tom je istom sno- 
šaju: ovaj drugi krug prema osi X. Tako lako razabiramo, da će 
se krug, koji tangira os Y ili — što je isto — os E, transformirati 
u krug, koji tangira os X; dakle u granični krug. Krug, koji si- 
ječe os £, transformira se u ekvidistantnu liniju ili u pravac prema 
tomu, da li se središte kruga ne nalazi na osi € ili se nalazi na 
njoj. U svakom drugom slučaju dobivamo ovom transformacijom 
iz kruga opet krug. Ekvidistantne se linije mogu transformirati 
po tom u krugove, koji sijeku os &, ili u pravce, koji je također 
sijeku. 

11. Gteodetska linija u hiperbolnom prostoru. Prijeđimo 
sada na geometriju u prostoru. Za element luka uzet ćemo 


R.J. A. 154. 8 
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2 2 
po dekdpi kdo 
F 
dakle je 
, dn 
/% Pa 
.= PE deg. 
% 


Ako hoćemo da odredimo najkraću liniju između dvije tačke 
M, i M, u prostoru, u kom je ovakav izraz za dužinu luka, do- 
lazimo do Lagrangeovih jednadžbi 


KX—X,=0, Y—Y, =0. 
Kako u podintegralnoj funkciji ne dolaze eksplicite £ i y, to je 


X =0, Y=-0, 
pa nam ostaje 


d y' 


— _ 0. 
ds gVl+-a'tdby'? 


Fr, =, 


Prema tomu je 


r' 


Ea i. neso, zno BEE" =— 6 
sV1 Hriby'? ? 
m_m 
gV1+z"-b-y? 


= €. 


Ovo su diferencijalne jednadžbe tražene krivulje, a iz njih se 
dobiva 


napokon 


Ova nam jednadžba kazuje, da se tražena krivulja nalazi u rav- 
nini normalnoj na ravninu (£,y). Da bolje upoznamo tu krivulju, 
uzet ćemo tu ravninu za ravninu (Z, 2). Onda je y = 0, jer spo- 
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menuta krivulja leži sva u ovoj ravnini, a također je i y =0; 
tako će nam ostati samo jednadžba 


<T 
ends = = C 
VIFETIyE 
li 
cadz 


ke] 22. 
V1— c2z22 ' 


dakle 
1 
G—o+e=. 


Ovo je krug sa središtem u osi X. Os X mijenja svoj položaj 
prema tomu, kako su položene one dvije tačke, kojima ima da 
prođe ova najkraća linija. 

No može se raditi i tako, da se najprije vrijednost za y', a onda 
za r', uvrsti u makar koju jednadžbu gornjega sustava. Onda se 
dobije 

Deke) +o(+a)s=+e,, 
y*(0+c?%)*+ce*(6?+a*)e*=64*+c0,. 


Ove se četiri konstante C, €,, €, €. mogu odrediti poradi uvjeta, 
što presjek ovih ploha imade prolaziti tačkama M, i M,. Kad 
bismo pustili, da M4, padne u ishodište koordinata, našli bismo, 
da se Jacobijeva kritična determinanta poništava samo u isho- 
dištu. Pomoćna je ploha ovdje 


pF=Vl+r+a, 
2 
a budući da je vazda 
2 1 1+ 3) 1 21 — nn? 
Fpp Fqa — Fpa = a, > pimtsh P4.>09, 
R 
Frp = : 2 


2 (1tp+o)i 
uvjeravamo se, da je ispunjen uvjet za jaki minimum. 
Dvije polukugle, kojima su središta u ravnini (£, y), sijeku se 


vazda u ovakoj geodetskoj liniji; zato ćemo ovake polukugle uzi- 


mati kao ravnine hiperbolnoga prostora. i 
= 
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12. Pravokutne koordinate. Da možemo dalje, treba da uve- 

demo prostorne pe koordinate. To ćemo učiniti analogno, 

kako je Lahtin učinio u rav- 

h nini. Uzmimo prostorni pravo- 

kutni sustav koordinata. Iz 

A : : tačke M spustimo okomicu .H_.V 

: ZN na ravninu (2.9) i MP na os 

/oob sb X. Kut radija vektora OM i 

| osi X označit ćemo sa #, a kut 

/ \ , ravnine OMP prema ravnini 
(2, y) sa P. Onda je 


| z=rcosši, 
y=rsindcos 9. 


£ = rsinŠsino. 
Za diferencijal luka dobit ćemo izraz 


V dr? brt. r:d3? + ? sin? d P 


r sin # sin o 


ds = 


Oko ishodišta O kao središta opišimo kuglu s polumjerom 1 i 
uzmimo onaj dio njezin, koji je iznad (Z, y). Pozitivni dio osi Z 
uzet ćemo za os ž, presjek polukugle sa (2, £) za os 1, a presjek 
njezin sa (Y, 2) za os %. Još ćemo presjek osi Z s ovom polukuglom 
označiti sa (2, i to će biti ishodište geodetskih koordinata. Ako je 
sada dana tačka M (x, y, 2), položit ćemo njom polukuglu koncen- 
tričnu s onom prvom polukuglom. Neka ova polukugla presijeca 
os u tački A; onda ćemo uzeti (DA = *. Položimo još tačkom 
M ravninu normalnu na (2, y). Luk geodetske linije, što je ova 
ravnina isijeca na kugli, neka (2, 2) probija u B; luk je MB=(, 
dok ćemo uzeti AB = u. 

Sada treba geodetske koordinate tačke M izraziti s pomoću njenih 
pravokutnih koordinata. 


* » «e Te TV e 
Da odredimo £, moramo uzeti » = 2. , = 2, pa je tako 
dr 
ds = , 
x 


dakle je 
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ž 
E JE = logr = log V 2*-b-y?-b-s?. 
1 


Da odredimo AB, treba uzeti 


Moja r = const, 
pa će ostati 
ia 20. 
= sin9 
Tako je 
us 
2 
= A __ ooo Mo 
= Nana = 8 g 1e =tg 2 
+ 


Napokon treba staviti r = const., # == const., pa je 


ds = 2 , 
sin 9 
dakle 
= —logtg ge =tg-i-. 


Iz trokuta OMP vidimo još, da je 


dok je iz trokuta MNP 


og a U 
87 u" 


Kad tg9 i tg7 izrazimo s pomoću tangensa polovice kutova, 
dobivamo 


“= g+y*+#, 


shn = - 


T 
FET 


' 
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tw 
- 
uš 
l 
(e 


Da pravokutne koordinate izrazimo s pomoću geodetskih koor- 
dinata, postupat ćemo ovako. Kvadrirajmo drugu od prethodnih 
jednadžbi i pribrojmo joj jedinicu, pa će izaći | 

E 
ch, = sE pri 
a odavle je 
r=ečthh. 


Tako se isto dobije 


Kad iz prve jednadžbe uzmemo vrijednost za brojnik ovoga 
razlomka, dobit ćemo 


gtehii = e*— zi, 
a kad se ovdje za z uzme nađena vrijednost, izađe 


e 
g = ZEKE 
chneh? 


S pomoću ovoga i s pomoću treće jednadžbe iz gornjega sistema 
možemo pisati 
. e 


A 
chn u 


y = 
Ove izraze za £, Y, #, možemo predočiti također u obliku 


i= € cos [1(n), 
y = čsin1I(n) cos 11((), (32) 
£ = &sin (1) sin (7). 


Diferenciramo li gornje izraze, izađe 


m za dn_ 
dz == čthrdi +e ho 


o Fk: 


(39) PRIMJEDBE O JEDNOJ INTERPRETACIJI ITD. 119 


t 


= Šara BCI4n 
pe da n fa 
ki = EE ZA SS I) 
i chnehZ ch%r,eh? si chn eh? d. 


Kad se ovo kvadrira i zbroji, dobije se 


' AE 

3 2 .—eča:» Y2 
dr? 2+ dy? -+ de? = eš at + i + oint d!?, 
jer se podvojni produkti među sobom ponište. Još treba ovo podi- 
jeliti sa #*, i tako izađe izraz za diferencijal luka u geodetskim 
koordinatama 


ds== Vehtneh'Zd£? -HehiZ dni 1+ df3. 


Uzmimo jednu tačku M(£,n, £) i pustimo, da se u izrazu ds 
mijenja najprije samo &, onda samo r i napokon samo *%, tako 
ćemo dobiti dužine 


ehnehćd£, chždm, dt, 


koje možemo uzeti za bridove elementarnoga paralelepipeda. Vo- 
lumen mu je 
dv == chn ch? dz dn df 
ili u drugoj oznaci 
Jam dt dn d? 
sin 11(1) sin? 11(£) 


Ovaj izraz za element volumena nalazi se u Engela na str. 02. 

13. Kugla i granična kugla. Uzmimo istu oznaku, kao u po- 
četku tačke 12., i pogledajmo sliku 8. Tačka M neka je na kugli, 
kojoj je geodetsko središte u ishodištu (2. Povucimo još geodetske 
linije 2B = p i IM = r. Onda imamo dva pravokutna trokuta, 
naime (2AB s pravim kutom kod A i 2MB s pravim kutom kod 
B. Iz prvoga je trokuta 


sin 11(p) = sin l1(£) sin IL(n), 


a iz drugoga je 
sin TI) = sin [f1(p) sin 11(7), 
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pa tako je 
sin 11(+) == sin l1(£) sin I1(n) sin 11(7) (83) 


jednadžba kugle s geodetskim središtem u (2 i s polumjerom 7. 
Da vidimo, čim je ova kugla predočena s gledišta Euklidove 


geometrije, pisat ćemo tu jednadžbu 


chr = ehžehnehf, 


a odatle je 
2e* ehr 


mole cha eh 


Poradi toga, što je e = by 22 


e 


has > ES 
chm eh? 


i 


može se to pisati 


4? +-y?-b-(g—chr)? = sh?r. 


To je kugla sa središtem u 5 (0, 0, chr) i s polumjerom shr. 
Kad bismo u jednadžbi (33) uzeli r kao parametar, dobili bismo 
sistem geodetski koncentričnih kugala, koje ortogonalno sijeku 
osnovnu polukuglu (%, 1). Kad r postane beskonačno velik, dobi- 
jemo graničnu kuglu, kojoj ćemo jednadžbu sada potražiti. 


» 


Neka kugla, predočena jednadžbom (33), pozitivnu stranu osi 2 


presijeca u tački (U. Računamo li od ove tačke veličinu €, moramo 


P 


u (33) pisati 1—& mjesto €, pa dobijemo 


sin Il(r) = sin [l(r—2) sin FI(m) sin [I(£) ; 
no kako je 
sin [1(7) sin TI(£) 


sin ll(r +) = 1 + cosll(r) cosll(2) * 


prijeđe prethodna jednadžba u 
1 — cos I(r) cos 11(2) == sin 11(£) sin 11(1) sin T1(£). 


Za r = 0% znamo, da je Il(1) = 0, pa tako ostane 


(41) PRIMJEDBE O JEDNOJ INTERPRETACIJI ITD. 121 


tg : I(£) == sin T1(2) sin 11(7) 
ili 


e *= sinfl(v) sin TI). (34) 


Ovo je jednadžba granične kugle. Na temelju posljednje između 
jednadžbi (32) vidimo, da je ovo 


azad; 


t. j. da je u ovoj interpretaciji ta granična kugla predočena rav- 
ninom, koja je paralelna s ravninom (£,9) i od nje udaljena za ,1“. 

Mjesto tačke (U možemo uzeti tačku V, u kojoj naša kugla (33) 
presijeca negativnu stranu osi £. Računamo li veličinu £ od ove 
tačke, moramo u (33) pisati £ -I- r mjesto £, dakle 


sin N(r) ==sin Il(r-b-£) sin 11(4) sin (7), 


a to se dade transformirati, kao i gore, u 


cotg | : U(£) = sin II(x) sin T1(%) 
ili 
€ = sin 11(1) sin 11(7). (35) 


Pomnožimo sa £, pa će izađi 


€ — esin ln) sin I) =0 
ili 


g*-by?--g?—z=..0. 


Iz toga razabiramo, da je ova granična kugla predočena ku- 
gloum, koja ravninu (x, y) tangira u O i imade promjer = 1. U 
ostalom možemo odmah reći, da će u ovoj interpretaciji svaka 
kugla, koja tangira ravninu (2, 9), predočivati jednu graničnu 
kuglu. a isto tako i svaka ravnina paralelna sa (2, 9). 

Ravnina (Z, 2) presijeca granične kugle (34) i (35) u dva gra- 
nična kruga (vidi sl. 6). Prvi je od njih predočen pravcem kroz 
(2, koji je paralelan s osju .X; jednadžba mu je 


e * -- sinlI(+). 
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Uzmimo na tom pravcu tačku M(C,r); onda je 
IM = cotg Il(n). 


Krug sa središtem u (2 i s polumjerom Q£2M jedan je dio povr- 
šine granične kugle; površina mu je 


p = Heotg?ll(1), 
a po jednadžbi graničnoga kruga može se to pisati! 
Po (e — 1). 


Ove su dvije granične kugle jedna prema drugoj kao slika i 
predmet s obzirom na osnovnu polukuglu (%, n); jednadžba (34) 
prijeđe u (35), kad se % uzme negativno. S gledišta pak Eukli!- 
dove geometrije jedna se granična kugla dobije iz druge transfor- 
macijom s pomoću reciprokih radija vektora. Uzmimo na prvoj 
graničnoj kugli tačku M(£,n,%); na drugoj graničnoj kugli odgo- 
vara joj tačka M (>, n,%). Ako su r i r' radiji vektori dviju 
tačaka, koje su u srodnosti inversije s obzirom na (%, 1), onda je 


rr 1. 
Kako je 
Co log Vart+y"+2? log r, 
mora biti 


Da ove dvije tačke M i M' imadu isto m i %, razabiramo lako 
iz slike; pripadaju im naime u polarnim koordinatama isti kutovi 
10. 

Dakle je inversija na polukugli (%, m) doista refleksija u ovom 
načinu mjerenja. 

Slika onoga kruga sa središtem u f2i s polumjerom (2M jest 
kalota granične kugle (35). Visina je ove kalote *, i tako smo za 
površinu kalote našli onaj izraz, koji daje Lobačevski na str. 
43. spomenutoga djela. 

Sada ćemo potražiti jednadžbu kugle u općenom polo- 
žaju. Neka je središte kugle u My4(&, Yo, 5), polumjer neka joj 


—— 


! Engel-Lobatschefskij str. 43. 
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jer. a M(ć,n,*) neka je jedna tačka te kugle. Uvedimo ove 
oznake (sl. 8.): 


DA=tH AB=" BM = 
DA, == Zo, A,B, =, B,M, = Co? BB, — p, MM, = r. 


Ovdje imademo dva četverokuta sa dva prava kuta. To je če- 
tverokut AA4B,B, koji leži u ravnini Zg, i četverokut MBB, 2, 
Stranice MB i M,8B, ovoga četverokuta stoje normalno na ravnini 
zg. Kugla, na kojoj leže ove dvije geodetske linije, ima svoje sre- 
dište u osi X; a kako je geodetska linija jednoznačno određena 
dvjema tačkama, ležat će geodetske linije BB, i MM, na istoj 
toj kugli, i tako četverokut MBB,M, možemo u ovoj interpreta- 
ciji doista držati ravnim četverokutom. Kad bismo htjeli naći 
jednadžbu kugle u općenom položaju, bez obzira na ovu interpre- 
taciju, uzeli bismo na pomoć poučak, da i u geometriji Lobače v- 
skoga dva pravca, koji su okomiti na jednoj ravnini, određuju 
ravninu. 

Kao u tački 1., tako ćemo i ovdje iz četverokuta AA, B,B dobiti 


_ sin 1N(&o—2) sin [1(n) sinf1 (14) 


— 1—sin1l(&,—?)coslI(n)eosll (1) ? 


sin 11(p) 
dok je iz drugoga četverokuta MBB,Mi na isti način 


sin 11(4) sin L1(£,) sin [1(p) 
mn) 1—cos (7) eos T1(£4) sin 11(p)“ 


Kad u ovaj izraz uvrstimo prethodnu vrijednost za sin 1I(), 
bit će 
sin [1(+) = 
sinl1(£o—?)sinTI(n)sinf1(ro)sinU(2)sinTl(24) 
— 1—>sinllč, —t)eosTl (1) eosTI(ng)—sinll(Eg—?)sin11(r)sinlI(ng)eosl (Zjeost TZ) 


Ovo je jednadžba kugle u općenom položaju. Da razaberemo, 
čim je ona predočena s gledišta Fuklidove geometrije, napisat 
ćemo tu jednadžbu u obliku 


: usi cosl1(n)eosl1 (ng) — 


sin 1, — 
— sinfi(n)sinll(n0) [LostI(0) costl(&o) + - "7 ESTO 2 
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i uvrstiti u nju 
1 po go U e 
m nk ch (č,—#) re, 
sinll(24—£) Dećo-H$s 


Tako će izaći 
€" Le 2 cos lI(no) . e cos Tl(#) — 
— 2€ sin Il(r4) cos [I(Z,) . € sin U(sJeosll(£) — 
— 2 sinll(r4) sin1I(£4).č sinlI(1) sin TI (Cjehr == 0, 
a to je po formulama (32): 
(lr — 2%)? +(9—9)*+iz—2achr)! - &?shfr. 
Kugla, kojoj je geodetsko središte u M,, a geodetski polumjer 
", predočena je s gledišta Euklidove geometrije kuglom, kojoj 


je središte u (X, 9, % ch r), a «polumjer £ sh. 
U drugoj oznaci možemo općenu jednadžbu kugle pisati 


chr == eh(4—ž)ehrehr,chžeh%, — shrshrachZeh*, — shžsh%. (36) 


14. Ekvidistantna površina. Geometrijsko mjesto tačaka, koje 
od ravnine (£, 2) ili, što je isto, od ravnine (€, x) imadu stalnu 
udaljenost 7, naći ćemo kao zamotaljku kugala 


(T—T)? + y? +(g—achr)? — g?8h?r_ U. 
Iz derivacija po To i % dobivamo 
% = £% = zehr. 


Kad se to uvrsti u jednadžbu kugle, dobivamo, da se ekvidi- 
štantna ova površina sastoji od ravnina 


y—zshr_0, y--gshr_ 0. 
Ove se jednadžbe na temelju formula (32) mogu pisati 


= 1,7 —r. (37) 


Do ovoga resultata možemo i ovako doći. Jednadžba kugle, 
kojoj je središte u ravnini * = 0, jest 


f=ehr —ch(4y—£) ch n chr chž + shr shng eh* = 0. 
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Sada je fg, = — sh(čo—t) chn chr ehč = + 0, 
Fu, = — ch(fo—č)ehnshrgehZ + shrehneht “0. 


Iz druge jednadžbe izlazi & == a kad se to uvrsti u treću 
jednadžbu, dobije se tg ==7. Ovo dvoje uvršteno u prvu dade *==7. 

Suda ćemo potražiti ekvidistantnu površinu, kojoj je medijana 
ravnina n == 0. To je zamotaljka kugala 


12 + (y—y)? ++ (z—achr)* - a*sh'r. 
Iz derivacija po y i & dobivamo 
Yy 4 £&% -—s#h, 
a to uvršteno u jednadžbu kugle daje ove dvije ravnine 


z—gshr < 0, z + gshr :- 0 
ili 
tgll(r)- + sinll(Zjtgll(1). (38) 


I ovdje možemo naći ekvidistantnu površinu bez obzira na ovu 
interpretaciju geometrije Lobačevskoga, ako uzmemo kuglu 


f = chr—ch(&, —č)ehnehžeh%, -- shčshša 0. 


Iz fg, E 0 izlazi opet, da je & ==%. Uvrstimo to u f/=0 i 


Kad 
v 


ft, = 0, kvadrirajmo ove dvije jednadžbe, odbijmo jednu od druge, 
pa će nam izaći, kad se sredi, 


shr :  eh%shn. 


Ostaje nam još, da nađemo ekvidistantnu površinu, kojoj je 
medijana ravnina # == 0. Koordinate središta kugala, kojima tra- 
žimo zamotaljku, ispunjavaju relaciju 


ZA bY*+a%*- 1; 
jednadžba jedne takove kugle, kad se kvadrira, dade 
(23 h-y?-b-g?--1—209Z—2y,4)7 < 48?ch?r (1—249?—y4*). 


Iz derivacija ove jednadžbe po % i y dobiva se 
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ro 2229+) 
: 2(z"-b-y?-+-g?ceh?r) * 
viztby+s'rI 
So 2(2*+-y"--z*ehžr) 
šchtr 
To ćemo uvrstiti u jednadžbu kugle, pokratiti sa EEE je stao) ž 


pa će nam ostati jednadžba, koja se cijepa u faktore 


4?--y?-l+-g*—-1 —- 2gshr >> 0, 
z2d+y*+22—1 — 2gshr_ 0. 


Ekvidistantna površina ravnine (%, n) sastoji se od dvije kugle. 


Jednoj je središte u (0, 0, shr7), a drugoj u (0. 0, —shr), a obje 

imadu ch 7 za polumjer. Ove dvije jednadžbe možemo pisati 
€*—1 + 2€ sin T1(7) sin ll(n) shr = 0, 

ili 


tg 11(#) + tg IE) sin I1(£) sin Fl(m) - 0. (39) 


15. Transformacija. 


KRA 
=> E 


T 


N&) s —m0. 


Ova je transformacija analogna onoj, što smo je imali u članku 
10. Sto je kod određivanja geodetskih koordinata u ravnini bila 
os Y. to je sada os Z;j zato u prostoru uzimamo tu transformaciju 
u ovom obliku. Kad formule (32) transformiramo ovim načinom, 
vidimo, da y prijeđe u £ i obrnuto. Ovu transformaciju u ovoj 
interpretaciji geometrije Lobačevskoga možemo dakle uzeti 
kao refleksiju na ravnini y  “£. Jasno je dalje, kako se ova trans- 
formacija može generalizirati, da vrijedi i u onom dijelu prostora, 
gdje je € negativno. Treba samo mjesto TI(%) uzimati "5— IQ), 
dok se 1 "none mijenjaju. 


Uzmimo kuglu 


sin 1Kr) = sin 11(£) sin 1l(x)sin I1(£) 
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sa središtem u A Onaj dio njezin, što je ispred ravnine (&, 9); 
prijede u 
sin 11(r) => sin H(£) sin Fl(n) cos HI(?),, 


dok onaj dio, što je iza te ravnine, prijeđe u 
sin 11(r) — — sin [I(£) sin 1 (1) cos 11(7). 
Prvu jednadžbu možemo pisati 


€ — 2 sin Tl(n) cos TZ) coseeTl(r) + 2 - 0 
ili 
x2-h-y?-b-s? — 29 cosecIl(r) -- 1 = 0. 
Ovo je kugla sa središtem u (0, cosec IT(r), 0) i s polumjerom 


cotgII(r). Ta kugla u ovoj interpretaciji predočuje ravninu ortogo- 
nalnu na (%, 1). Na pozitivnoj strani osi  odsijeca ona dužinu, 
kojoj pripada kut paralelnosti o —IKr). Drugom je jednadžbom 
predočena ravnina s ovom simetrična s obzirom na (£, n). Sistem 
koncentričnih kugala s geodetskim središtem u (2 transformira se 
u sistem ravnina ortogonalnih prema (£, 1). 

Ogledajmo sada kuglu, koja ravninu (&, n) tangira u ishodištu 
koordinata, a središte joj je na pozitivnoj osi %. Jednadžbu ćemo 
joj dobiti iz općene jednadžbe kugle, ako uzmemo & ==0, ny = , 
fa =r. Tim izlazi 


1—sinl] EJsinl1(n)eosl (C)eosll(r)—sinil(2)sinlI(n)sinl (C) ==0, (40) 
a to prijeđe u 
1—sinl1(£)sinll(n)sinl1(Z)eosll(r) — sinil(ZJsinTI(n)eosli(Q) = 0. 
Da razaberemo značenje ove jednadžbe, pisat ćemo je u obliku 
. €* + 1—2€ sinlI(n)sinTl(Z)eos(r)—2€ sinll(n)eosl(L) = 0 
s 27 --y?--g?— 22c08l1(1r) — 2y + 1 = 0. 


Ovo je kugla sa središtem u (0, 1, cosll(r/) i s polumjerom 
cos Ir). 
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Kako vidimo, ova kugla tangira ravninu (1, y), dakle je to 
granična kugla. 

Granična kugla, koja ravninu (C, 1) tangira u (2 i koja je pre- 
dočena jednadžbom (34), prijeđe u ravninu paralelnu s pozitivnom 
stranom ravnina (£, n) i (č, m). Granična pak kugla (35) prijeđe u 
ravninu paralelnu s negativnom stranom ravnine (£, m) i s pozi- 
tivnom stranom ravnine (#, n). Oba smo puta uzeli one dijelove 
graničnih kugala, koji leže ispred (£, m). 

Granična kugla, koja ravninu (&, 1) tangira u (2, ostaje neizmije- 
njena. Jednadžbu te granične kugle dobit ćemo, kad u (40) uz- 
memo # = 0, dakle cosIl(r) = 1; izlazi 


1—sinll(£)sinlI(n)ceosll(£)—sinl E)sinl(nsinll(C) =: 0. 

Ovo se može pisati 

£5 — 2e sin! 1(1)cosl1(£) —2€ sinl K(n)sinll(L) = 0 
ili 
2 + W—D*+(6—2)* :1. 

Ako u općenoj jednadžbi kugle uzmemo ty: 0, N >r, %=0, 
dobit ćemo jednadžbu kugle, koja ravninu (č, %) tangira u isho- 
dištu (X 'To je 

1—sinl1(£)cosl 1(n)eosll(r)—sinl1(Fjsini I(n)sinl() “= 0. 


Za 1 == 0% dobivamo graničnu kuglu, koja je u istom snošaju 
prema ravnini (&, £), naime 


1—sin TI(£) cos M(n) — sin 11(£) sin N(n) sin (2) 0. 
Ta se kugla transformira u 
1—sin II(£) cos TI(n) — sin 1(£) sin 11(n) cos Tl(£) == 0 


€. 1 — 2 cos [1(1) — 2 sin TI(n) cos 11(£) = 0. 


Ovo je ravnina A paralelna s negativnim stranama ravnina (£, 7.) 
i (£, 2). U ovoj interpretaciji predočena je kuglom sa središtem u 
(1, 1,0) i s polumjerom 1. Za onu polovinu ove granične kugle, 
koja je iza ravnine (&, 1), dobivamo transformacijom ravninu si- 


metričnu s ravninom AR s obzirom na (£, m"). 
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Ekvidistantna površina, kojoj je medijana (&, m), prijeđe u isto 
takovu površinu. 

Ona pak površina, kojoj je medijana ravnina (&, Č), prijeđe u - 
ravninu položenu kroz os £. Jednadžba je te ravnine 


tg TI(+) = tg 1I(n) cosl1(Q). 


Uzmimo još ekvidistantnu površinu, kojoj je medijana (Ć, m). 
Ona prijeđe u 


tg U(r) = tg NE) sin I1(n) cos 11((). (41) 


Ovo je ravnina, koja prolazi ishodištem koordinatA £2 i s ravni- 
nom (£, n) zatvora kut A =1II(r). U ovoj je interpretaciji ona 
predočena kuglom sa središtem (0, cotg A, 0) i s polumjerom 
cosec A. 

I ovdje smo svaki put transformirali samo onaj dio, koji je 
ispred (€, 1), a uz to se nijesmo obazreli na drugi plašt ekvidi- 
stantne površine. Da smo sve to uzeli u račun, dobili bi u po- 
sljednjem slučaju dvije ravnine. 

Neka su &, i E, dva plašta ekvidistantne površine (39). Oni 
će se transformirati u dvije ravnine R, i R,, i to tako, da se 
H+ E, t. j. onaj dio prvoga plašta ekvidistantne površine, koji je 
ispred (E, 1), transformira u -R, — Eu —R, +Eu+R 
i—E£, u — 

Na osnovi ove transformacije izveo je H. Liebmann kružne 
srodnosti u ravnini Lobačevskoga!. 


! H.Liebmanpn: Syothetische Ableitung der Kreisverwandtschaften 
in der Lobatschefskijschen Geometrie. 

Berichte der kčgl. s&achsisehen Gesellschaft der Wissenschaften zu 
Leipzig, 1902. str. 244—260. 
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Resume. 


Dans son mć6moire sur les groupes kleinćens!, M. H. Poincarć 
ćtablit le principe d' une interprćtation concrčte de la gćomćtrie de 
Lobatschefski. Pour la longueur d'un are il prend | intćgrale 


_ ćtendue aux diffćrents ćl6ćments de cet arc. Il s'ensuit qu'on 


doit aux mots droite et plan enlever leur signification, pour appeler | 
droite ou plan toute circonfćrence ou toute sphere, qui coupe ortho-: 
gonalement Je plan (1, y). Cette interprćtation permet par une simple 
traduction de transformer les thćorčmes de Lobatsehefski en thćo- 
r&mes de gćometrie euclidienne. On peut de m&me 6tablir la rela- 
tion entre les coordonnćes d'un point dans le plan lobatschefskien 
et celles du point reprćsentatif dans le demi-plan positif eueli- 
dien. Ce sont les formules (6), donnćes par_ M. Lakhtine pour 
le plan. Dans la gćometrie analytique A trois dimension il faut 
proc6der de la maničre suivante. — 

Comme les plans de coordonnćes gćodćsiques il faut prendre les 
plans (2, -b#) = (GL 1), € +9) = (2, 0) et la partie supćrieure de la 
sphere 6 = (Č, 1), dont le rayon est ćgal a 1 unitć, et dont le centre 
est a I origine de coordonnćes rectangulaires. Le point (2, od 1 axe 
de + # rencontre la sphere S, soit 1 origine des coordonnćes g6o- 
dćsiques. Pour obtenir les coordonnćes £, n, d'un point M (fig. 8) 
il faut mener par ce point une sphčre concentrique a S. Soit A 
le point ou laxe de # rencontre cette seconde sphčre; on aura 
allors (QA =. Menons par le point M un plan paraličle au plan 
(y, #8. L' are de la ligne gćodćsique ainsi obtenue, rencontre le 
plan (2, #) au point B et Fon a MB =€, AB =". Dans les for- 
mules (32) les coordonnćes rectangulaires sont exprimćes par les 
coordonnćes gćodćsiques. 

Soit * le rayon d' une sphere et soient &, "io, Čo les coordonn6es 
de son centre; son ćquation est donnće dans l'article 13 sur la 
page 123. Si son centre est au point (2 on aura | 6quation (33). 
Cette sphčre coupe 1' axe des f positifs au point U et | axe des € 


! Aeta mathematica t. I, p. 8.; t. III, p. 56. 
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nćgatifs au point V. On peut prendre les grandeurs & en partant 
du point U ou du point V. Dans les 6quations de la sphčre, ainsi 
transformć6es, il faut prendre r = 00 et Pon obtiendra les 6qua- 
tions des sphores limites (54) et (35). Dans cette interprćtation 
I image de la premičre sphčre limite est le plan passant par () 
parallčlement au plan (Z, y) et celle de la seconde la sphčre qui 
touche le plan (z, g) au point O. Dans le plan on a un rćsultat 
analogue. Chaque droite paraličle a Vaxe de z et chaque cercle 
qui touche cet axe, reprćsente un cerele limite. D' ordinaire on 
fait usage seulement de cette seconde repr6sentation des cercles et 
des sphčres limites, quoique la premičre ait quelques avantages. 
Les formules (37), (38) et (39) sont les 6quations des surfaces 
6quidistantes, dont les surfaces moyennes sont les plans de coor- 
donnćes gćodćsiques. Leurs images sont les plans et les sphčres 
qui coupent le plan (z, g). Dans le plan on a les lignes 6quidi- 
stantes (27) et (28), dont les lignes moyennes sont les axes de & 
et de “. 

Ces figures furent soumises a la transformation (29), 6tudiće 
spćcialement par M. H. Liebmann. Dans cette forme on peut 
1 appliquer seulement aux points dans le demi-plan positif; pour 
le demi-plan nćgatif il faut prendre la forme (31). Enfin 


GO 
=, 1(0) + 1I(n) = aresin 2 du 


0 


est la gćnćralisation de cette transformation; elle est: valable dans 
tout le plan. Pour \ ćspace on a un rćsultat tout-a-fait analogue. 
Transformons p. e. la surface 6quidistante (39) dont la surface 
moyenne est le plan (C, m). Elle est constituće de deux nappes E, 
et E,. Elles se transformeront en deux plans (41) R, et R, de 
cette maničre: -h- E, cest A dire cette partie de E,, qui est au- 
dessus du plan (E, n) se transformera en HR, — E en —&, 
+Een +R,—Een— Ri 

Dans cette interprćtation de la gćomćtrie lobatschefskienne, cette 
transformation se rćduit simplement a la rćflexion sur les droites 
V=zety = —z Dans | espace on a de mčme la rćflexion sur 
les plans y = get y = —£. Ainsi les rćsultats de cetto namo 
mation deviennent intuitifs. 


O nul-mjestima gibanja tekućine. 


Čitao u sjednici matematičko-prirodoslovnoga rasreda Jugoslavenske 
akademije snanosti i umjetnosti dne 15. srpnja 1903. 


DR. STANKO HoxDpL. 


6 1. Uvod. — Da se dobije što bolja slika gibanja neke teku- 
ćine, zgodno je, da se svrati pozornost na ona mjesta, u kojima 
tekućina miruje. Zovimo ih nul-mjesta. Mjesto brzine tekućine 
mogli bismo razmatrati kojigod drugi vektor i njegova nul-mjesta, 
ali je kinematično razmatranje najzornije. 

Čini se, da poznavanje i može biti i uvjet za riješenje 
nekih zadaća. 

Jednostavno je razmatrati ta mjesta, kad je gibanje ,soleno- 


o u Bu Co) 8w e e * .. 

idalno E "E _- ŠA 7 )! kad je gibanje ,potencijalno“ 
aV _ ev ) a o ' e .. « 

(“ =>! = 4 v= 4 kad je gibanje potencijalno i 


solenoidalno — kraće: ,Laplaceovo“!, kad je gibanje dvodimen- 
zionalno (n. pr. u ravnini, w “— 0). Laplaceovo dvodimenzionalno 
gibanje u uskoj je svezi s teorijom funkcija kompleksne promjen- 
ljivice. 

F. Klein je u svojoj knjižici ,Ueber Riemanns Theorie der 
alg. Funct. u. ihrer Integrale“ (1882.) mimogred promatrao nul- 
točke. Uz obične oznake teorije funkcija jednadžba 


w=09-H = const. +4, (#—e,)"T1-+-a, (#—s, )*+%.L.. 
(z = cijeli broj, 2 >0) 


opisuje dva dvodimenzionalna Laplaceova gibanja, kod kojih je te- 
kućina u točki % u miru; jedno gibanje dobijemo, ako stavimo 

1 O ovim terminima v. ,Encyclopadie der math. Wiss.“ Band IV, 
14. 88 6., 7., 8. 
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a 


“= = == 


9x ? "= oy > 
drugo, ako stavimo 


Točku % zove Klein ,Kreuzungspunkt von der Multiplicitit a“. 
U toj se točki siječe «-H1 grana krivulje 'y = const. pod jednakim 
kutovima, a 2-H-1 grana krivulje P==const. raspolovljuje te ku- 
tove. Da to vidimo, zadržimo samo najniži član reda za %w i jedno- 
stavnosti radi uzmimo nul-točku u ishodištu. Onda je 


v=a,sH=a, (2 +iy)"H = 4,5% [008 («-h-1)0-+šsin (1+-1)0] 
=a" c0s(a-+-1)9, U =a," 1 sin(«--7)9. 


Krivulja g = 0 ide a -H 1 puta kroz nul-točku. Itd. 
Ako je 2 =1, gibanje se može shematički predočiti sl. 1.; ako 


Sl 1. 


je « = 2, slikom 2. Nul-točka s multiplicitetom x jest međašnji 
slučaj od a nul-točaka multipliciteta 1, koje su se sastale u jednu 
točku. Tako možemo misliti, da je sl. 2. nastala iz sl. 3. 
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BI. 2. 


SI. 8. 


S 2. Dimensije nul-mjesta Laplaceova gibanja. — Ako u n-di- 
menzionalnom prostoru imamo Laplaceovo gibanje tekućine, pa 
ako postoji (n—1)-dimenzionalno nul-mjesto, onda tekućina svagdje 
miruje. Specijalni primjeri : 

1. kod Laplaceova gibanja u crti nije moguća nul-točka, 

2. kod Laplaceova gibanja u plohi nije moguća nul-crta, 

3. kod Laplaceova gibanja u prostoru nije moguća nul-ploha. 


83. Dokas s pomoću Laplaceove jednadžbe. — Izvest ćemo 
dokaz za trodimenzionalno gibanje (kratkoće radi). Položaj bilo 
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koje točke tekućine neka je određen krivocrtnim koordinatama & n . 
Jednadžba nul-plohe neka je == %. U okolišu točke £ 19 Co ove 
plohe možemo potencijal predočiti Taylorovim redom 


V=5x(h, k, D E—žg)? (n—no)# (C—te)! 


3h-+k+H V 7 
(A, k, D -- | ah 2rne zi | 
Co ofo 


Najjednostavnije je odabrati koordinate krivocrtne tako 
= n=g £=((£9,), 


ako je (2, y, 8) = € jeđnadžba nul-plohe. Komponente brzine 
paralelne s osima pravokutnoga koordinatnog sustava jesu 


av VV av a 
E! dn dz 


Pravokutni se koordinatni sustav može uvijek tako postaviti, da 
4 
u okolišu točke &4 "o Co bude + različno od 0. Onda u okolišu 


te točke, a na nul-plohi sve tri prve derivacije funkcije V iščeza- 
vaju. Načinimo te derivacije diferencirajući Taylorov red i onda 
stavimo * =. Dobivamo tri jednadžbe, koje sadržavaju samo 
«još promjenljive veličine € i n i koje su ispunjene za svako tin 
(u granicama konvergencije tih redova). Treba dakle da iščezava 
svaki pojedini član tih redova. Tako se dobiva 


(h, k, 0) =0 za h>0 
(k, k, 0) =0 za £>0 
(h, k, 1) =0 
I: kraće: 
(hh, kod) =0, ako je i = ie izuzevši slučaj h=k=I==0 (1) 
Dokazat ćemo, da je taj izraz —0, i ako je 1>>1. Poslužit 
ćemo se Laplaceovom jednadžbom. Ta je linearna i nema u njoj 
nederivirane funkcije V ni apsolutnoga člana. Ako smo dokazali, 
da sve derivacije do inclusive reda s -- 1 iščezavaju, izlazi, da i 
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derivacije reda # -|- 2 iščezavaju. Diferencirajmo Laplaceovu je- 
dnadžbu n puta i to hk puta po £, & puta po m, i puta po Z 
(R+-k-+-l ="). Uvrstimo & no Ć. Onda u njoj dolaze članovi 
reda n --2 
(G+2,k,0), (h,k+2,d), (k,k,1+-2) 
(8, &-H1,1+1), (+1, &1+1), +1, +1, 0) 


i članovi nižih redova; posljednji iščezavaju po pretpostavci. Iz 
onakove #-te darivacije Laplaceove jednadžbe, u kojoj je l = 0, 
izlazi u savezu sa (1), da je 


(kh, k, 2) =0, ako je h--k =. 


Iz onakove n-te derivacije, za koju je 8 =1, izlazi iz (1) i iz 
netom dobivene jednadžbe 


(h, k, 3) =:0, ako je h+k = n—1 


Itd. Ako dakle iščezavaju sve derivacije reda n-H-1, iščezavaju 
i derivacije reda n -I- 2. No derivacije 1. reda iščezavaju, dakle 
iščezavaju i članovi 2. reda (što izlazi iz nederivirane Laplaceove 
jednadžbe, # — 0) i svih viših redova. 

Tavlorov se red dakle završuje sa svojim prvim članom 


V = (0, 0, 0) = const. 


Derivacije od 'V jesu prema tomu svagdje =0. 


Ali kod ovoga se dokazivanja pretpostavlja, da koeficijent od 
02 
ke u Laplaceovoj jednadžbi ne iščezava. Doista je taj koefici- 


> X \! o \3a o, \2 
jent 3 +(5 +(#) , dakle različan od 0. 


S 4. Dokas s pomoću teorema cwkulacije. — I Kolaiček! spo- 
minje, da ,ne miže, pčedpoklada-li se spojitost komponent 4, v, tw, 
rychlost byti nullou ani na ploše ani v nčjakć prostorovć partii 
tekutiny, tFeba sebe menši. Sestrojme si k ploše jinon blizkou, na 
niž rychlost nullou již neni, volme na ni element do' a ved'me 
obvodem jeho pfimky udavajici smčry rychlosti až k ploše pi- 


a Hydrodynamika, v Praze 1899., p. 25. 
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vodni, tak že se zde vysekne element do. Z tšlesa omezenćho 
plochami đe, do' a plaštčm miže tekutina plochou do' unikati 
(neb vnikati), aniž by unikala neb vnikala ostatnimi jeho plochami, 
čimž se princip nestlačitelnosti porušuje“. Ali ovdje je uzeta u 
obzir samo solenoidalnost gibanja, pa ovo razmatranje ne dokazuje 
drugo nego samo to, da crte struje, koje izlaze iz ruba elementa 
do, ne mogu zgađati nul-plohu, nego da uopće idu paralelno s njom. 
(Kad bi onaj zaključak valjao, moglo bi se dokazati i za soleno- 
idalno gibanje vrtložno, da ni kod njega ne može biti nul-ploh4, 
a ipak je poznato, da ih može biti.) Treba još uzeti u obzir, da 
je gibanje potencijalno. U tom slučaju treba da je cirkulacija 0, 
t. j. da je 


| (ude-+ody + udo = 0, 


ako se integracija izvede preko kojegod zatvorene krivulje. Put 
integracije odaberimo ovako. Iz točke A na nul-plohi pomaknimo 
se beskonačno malo do točke A' u smjeru okomitom na nul-plohu, 
dakle u smjeru, koji je okomit na crtama struje. Od točke A' 
pomaknimo se za konačan komad puta do točke B' duž crte struje. 
Od točke B' pomaknimo se opet (za beskonačno malen komadić 
puta) u smjeru okomitom na crte struje do točke .B na nul-plohi. 
Napokon od točke .B vratimo se na nul-plohi kojimgod putem do 
točke A. Tim se put integracije sastoji iz četiri dijela. 
Integracijom duž AA' dobivamo 0, jer se pomičemo okomito na 


crte struje, 
A » 4B : pozitivan od O različan iznos, 
» n B'B n 0, 
A n BA : 0. 


Zbrojitbom izlazi, da cirkulacija nije -0, kako bi moralo biti. 


Kao što sama solenoidalnost nije dovoljna, da vrijedi naš teorem, 
tako nije ni sama potencijalnost. To se vidi i iz našega prvog do- 
kaza, gdje nije bilo dosta, da se izraze komponente brzine s po- 
moću prvih derivacija jedne iste funkcije V, nego je trebalo još 
uzeti parcijalnu diferencijalnu jednadžbu. 

Jednostavan primjer potencijalnoga gibanja sa nul-plohom jest 
9 
4 ,) 0 =0, w =0, gdje je V samo funkcija od 2; 
mjesta, gdje je S = 0, jesu nul-ravnine. 


gibanje u = 
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S 5. Laplaceovo gibanje u okolišu nul-točke. — Nul-točka neka 
je u ishodištu koordinatnoga sustava. U okolišu nul-točke možemo 
potencijal brzine izraziti nizom sfernih prostornih funkcija 


V=8+8582+85+8-+..., 
gdje je 
S, = 0412" +499 + 04,8? H244,95# +-24,,52 -- Žaja 24 
AS = 4, +4 +4, = 0. 


Plohe niveaua, koje prolaze blizu nul-točke, imadu približno je- 
dnadžbu 
Se _ V— S , 


dakle su plohe 2. stupnja. Ove su plohe ili dvoplohi ili jednoplohi 
hiperboloidi. Jedne od drugih rastavlja čun S, ==0. Brzina tekućine 
okomita je na tim plohama. Tekućina može strujiti iz prostora dvo- 
plohih hiperboloida u prostor jednoplohih ili obrnuto. 


Ako je gibanje tekućine u blizini ishodišta dano potencijalom 


V=8 +5, +8Su41H...> 


onda je ishodište nul-točka stupnja #—1. Među plohama niveaua 
nalazi se čun S, = 0, koji ili nema nijednoga višestrukog pravca, 
ili ima višestrukih pravaca. U posljednjem je slučaju nul-točka 
presjecište nul-pravaca. 


S 6. Veličina brzine u okolišu nul-točke. -— Razmatrajmo veli- 
činu brzine dvodimenzionalnog gibanja u okolišu jednostavne nul- 
točke. U prvoj približnosti možemo brzinu predočiti komponentama 


u=ar+by, v=427 + 0,9. 
Kvadrat brzine jest 
ubo = (4,'+ba,9)2'+(6,'-+2,?)y!-+2(4,b, -Ha,b,)2y. 


Krivulja, koja spaja mjesta jednake brzine, jest prema tome 
uvijek elipsa; imademo naime 


(4,?++42*) (2,1? +0,*) — (a,b,+a,b,)* = (a,b, — a,d,)? = pozit. 
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Ako je gibanje Laplaceovo, t.j. & = —b,, 4 =,, elipsa biva 
kružnicom. 

Uzmimo Laplaceovo gibanje u okolišu nul-točke s multiplici- 
tetom 4. Njegov je potencijal u prvoj približnosti 


V = agp" F1 sin (a--1)0. 
14 


Komponenta brzine u smjeru radija vektora jest —, a u smjeru 
9 
okomitom na radij vektor = : Z . Iz toga se nađe kvadrat br- 


zine, i onda brzina sama 


a, (z-H1),". 


Kod Laplaceova gibanja u okolišu «-struke nul-točke, krivulje 
jednakih brzina jesu kružnice; brzina na svakoj kružnici jest raz- 
mjerna sa z-tom potencijom polumjera. 

Kod trodimenzionalnoga gibanja plohe jednakih brzina jesu eli- ' 
psoidi. Ako je gibanje Laplaceovo, dužine A, B i C poluosi eli- 
psoida zadovoljavaju neku relaciju. Uz zgodan namještaj koordi- 
natnih osi gibanje je dano jednadžbama 


u=az7, v=by wv=ce, a--b-e=0. 
Elipsoidi jednakih brzina imadu jednadžbu 
432% + b?y? 2 c7g3 = ki 


k k k 


al => bI= 5, lel= 


Dvije od veličina a, b, €, n. pr. aib, treba da imadu isti pred- 


znak, a treća protivni. Onda je [a| +[b|=|c| ili 
l 1 1 
ATB TG 


Poluos C pokazuje u prostor dvoplohih hiperboloida. Ta je os, 
kako se iz dobivene relacije vidi, najmanja. Elipsoid jednakih 
brzina ne može biti kugla ni nategnuti elipsoid rotacije. 


8 7. Nubcrta potencijalnoga gibanja. — U okolišu nul-crte poten- 
cijalnoga gibanja smjer je brzine uopće okomit na nul-crtu. Ili: u 
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beskrajno malenoj udaljenosti od nul-crte komponenta brzine, koja 
je okomita na nul-crti, beskrajno je malena veličina uopće nižega 
stupnja negoli komponenta brzine, koja je paralelna s nul-crtom. 
Samo kod pojedinih točaka nul-erte ne treba da to bude (kod ona- 
kovih točaka, gdje nul-ertu siječe druga nul-crta). 

Načinimo cirkulaciju duž ovoga puta: 

Od točke A na nul-erti pomaknimo se do A', tako da je AA' 
beskrajno maleno 1. reda i AA' okomito na nul-crti. U točki A' 
rastavimo brzinu u dvije komponente: jednu, koja leži u normalnoj 
ravnini nul-crte, i drugu, kojoj je smjer paralelan s nul-crtom. U 
smjeru ove druge komponente pomaknimo se vrlo malo do točke 
A',, iz ove se točke pomaknimo opet vrlo malo u smjeru kompo- 
nente paralelne s nul-crtom itd., dok se nijesmo najposlije pomakli 
za konačan komad puta uvijek paralelno s nul-ertom do točke Đ'. 
Iz B' spustimo okomicu na nul-crtu, koja će je zgađati u B. Iz 
B vratimo se na nul-crti do A. Ako sada uzmemo, da su na crti 
= A'B' obje komponente brzine beskrajno malene veličine istoga 
stupnja #, onda je dio cirkulacije 

duž AA' beskrajno maleno stupnja #-H-1, 
» AB n n n ", 
» ZB a a : n--1, 
n BA 0. 

Ukupna cirkulacija bila bi prema tomu beskrajno malena veli- 
čina stupnja n, dakle različna od 0. Komponenta normalna na nul- 
crtu treba dakle da je bar za jedinicu nižega stupnja negoli kom- 
ponenta paralelna sa nul-ertom. 

Posljedica toga jest, da se nul-crta tekućine, koja se giblje po- 
tencijalno u zatvorenoj posudi, na stijeni može svršivati samo tako, 
da stoji okomito na njoj. 

Slično se dade dokazati, da i brzina tekućine potencijalnoga gi- 
banja u okolišu nul-plohe stoji okomito na nul-plohi. 


$ 8. Nubcrta Laplaceova gibanja. — Ako oko nul!-crte Lapla- 
ceova gibanja načinimo krugove s vrlo malenim polumjerom, tako 
da središta leže na nul-crti, a ravnine su im okomite na nul-crti, 
onda imademo na svakoj takvoj kružnici određen broj točaka, u 
kojima smjer brzine produljen zgađa nul-crtu; razmak između su- 
sjedne dvije takove točke svagdje je isti; u raspolovištima tih raz- 
maka leže točke, u kojima brzina ima smjer tangencijalan na 
kružnicu. 
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Da to dokažemo, presijecimo nul-crtu u kojojgod točki normal- 
nom ravninom. Promatrajmo u toj ravnini dvodimenzionalno gi- 
banje tekućine, koje dobivamo, ako brzine trodimenzionalnoga gi- 
banja projiciramo u ravninu. Nul-erti odgovara u ravnini nul-točka. 
Gibanje u ravnini još je uvijek potencijalno, no ono uopće nije 
više solenoidalno. Ali u okolišu nul-točke solenoidalnost je sačuvana, 
jer blizu nul-crte, kojoj ta nul-točka pripada, brzina ima smjer 
paralelan s ravninom, pa tamo niti pritječe tekućina u ravninu 
niti otječe iz nje. Dakle u okolišu nul-točke razmatrano pomoćno 
gibanje u ravnini jest Laplaceovo gibanje, pa za nj vrijedi, što je 
rečeno u 8 1. o presijecanju ert& struje i crta jednakoga potenci- 
jala u nul-točki. 

Vratimo li se k trodimenzionalnomu gibanju, izlazi gore citirani 
poučak. 

Smjerovi crt& struje, koje idu kroz nul-crtu, mogu se kojekako 
savijati (tordirati) oko nul-crte, ako se duž nul-erte pomičemo. 


8 9. Kroneckerov poučak. — Kronecker je pokazao! svezu, 
koja postoji između broja nul-točaka u nekom prostoru i vrijed- 
nosti nekoga integrala uzeta preko međe toga prostora. Njegove 
resultate reproducirat ćemo u Picardovu obliku. 

Neka su F, i F, besprekidne funkcije od zi gy, koje se u 
svakoj točki Z, y nekoga omeđena prostora mogu razviti u ni- 
zove potencija od £—% i Y—. Ako u nekoj točki Zy obje 
funkcije iščezavaju, imamo 


F, = 4 (2-2) +, W—y) +... 
F,=4,(£—2%) + b, (y—y0) +... 


U svakoj takovoj točki neka je a, b, — a, b, različno od O ili 


D= SESTRA različno od 0. 
Az, 9) 
Onda integral 
1 Monatsber. d. Ak. d. Wiss. zu Berlin 1868.; v. Picard: Trait6 
d? Analyse, T. I. pp. 84. 123., T. II. p. 193. 
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2F, aF, 
AF, &F, 


uzet u smislu pozitivnom preko cijeloga kontura, koji omeđuje neki 
prostor, pokazuje, koliko ima u tom prostoru više nul-točaka (rje- 
šidbi od Fi =0i F,=0) sa D>>0 negoli nul-točaka sa D<O0. 
Na samom konturu ne smije biti nul-točaka, u prostoru ne smije 
biti nulstočaka sa D = 0. 

U trodimenzionalnom prostoru vrijedi uza slične uvjete analogan 
poučak. Preko međe uzimlje se integral 


fa iz J 4dyae + Barda + Cdz dy, 


gdje je 
že 
fo Ph x" 
: (F, IKANNI SE itd. 


Vrijednost od I jednaka je razlici broja nul-točaka (rješidbi su- 
stava F, =0, F, =0, F, =0) sadržanih u razmatranom pro- 
storu, u kojima je funkcijonalni determinant 


%F, F,, Fs) 


D+ 
2(g, y, 2) 


> 0, 


i broja nul-točaka, u kojima je D<O0. 


S 10. Kinemalička interpretacija, ako je prostor dvodimensto- 
nalan. — Ovi resultati čiste analize mogu se jednostavno kinema- 
tički interpretirati. Uzmimo makar kakovo besprekidno gibanje 
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tekućine u ravnini. Ako nul-točku M odaberemo za ishodište, dane 
su komponente brzine jednadžbama 


Mhk=u=azbby-b-.... 
=v=az+bby+.... 


Načinom, koji je analogan načinu, s kojim ćemo se poslužiti 
kod trodimenzionalnoga gibanja, može se vidjeti, što znače uvjeti 


D z 0. Pomislimo u susjedstvu od M kojegod dvije točke M, i 


M, i u njima brzine V, i V,. Ako kut M, MM, ima isti pred- 
znak kao kut V,V,, onda je D>0; nul-ttočku zvat ćemo pozi- 
tivnom. Ako ti kutovi imadu različite predznakove, onda je D<O; 
nul-točku zvat ćemo negativnom. 


Katkada je spretnija druga interpretacija. Iz nul-točke obično 
izlaze dva pravca, u kojima brzina ima smjer, koji ide kroz nul- 
točku. Možemo ih zvati osima nul-točke. (Kod potencijalnoga gi- 
banja osi stoje jedna na drugoj okomito, v. sl. 1.) Ako se teku- 
ćina na obje osi udaljuje od nul-točke ili ako se na obje osi pri- 
bližava nul-točki, imamo pozitivnu nul-točku. Ako se tekućina na 
jednoj osi udaljuje od nul-točke, a na drugoj približava, imamo 
negativnu nul-točku. Simbolički može se to ovako predočiti. 

Za D 0 imamo nul-ttočku [-hH--F-] ili [— —I, 

m D<0 , , (++ 
gdje predznakovi u zagradama naznačuju smjerove brzina u osima. 
Kod Laplaceova gibanja moguće su samo negativne nul-točke. 


Tražiti integral Z/ kod “dvodimenzionalnoga zadatka znači zbra- 
jati elemente periferije nekoga pomoćnog kruga, kao što bi se lako 
dalo pokazati sličnim načinom kao kod trodimenzionalnoga za- 
datka. Iz toga, što se diferencijal pod znakom integrala dade pre- 


dočiti kao d aretg i izlazi, da / pokazuje broj okreta (s obzi- 
1 


rom na predznak), što ih izvede vektor, kojemu su komponente 
F, i Fi, ako obiđemo cijeli kontur. Zovemo li naime kut između 
toga vektora i osi apscisa 0, naš je điferencijal = d aretgtg0 = d9. 
I je dakle svakako cio broj, jer je put integracije zatvoren. 
Ujedno vidimo, što znači integral 1, ako se u našem prostoru 
nalaze i takove nul-točke, za kojeje D==0. Treba samo ovakovu 
nul-+točku opkoliti vrlo malenim krugom, pa izvesti integraciju 
preko zadanoga kontura i ovoga novog kontura. Tim dobiveni 
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integral tiče se onda prostora, koji je ostao, kad smo ovu osobitu 
nul-točku uklonili. Tako se vidi, da nul-točka u sl. 2. vrijedi za 
dvije negativne nul-točke, jer se smjer brzine dva puta u nega- 
tivnom smislu okrene, ako tu nul-točku obiđemo vrlo blizu jedan 
put u pozitivnom smislu. Mogu se i singularne točke eliminirati, 
n. pr. izolirana vrtložna točka Laplaceova gibanja; u njezinu je 
okolišu brzina beskrajna; budući da smjer brzine načini jedan 
pozitivni okret, ako jedan put obiđemo singularnu točku, ekviva- 
lentna je ona s pozitivnom nul-točkom. 

Jasno je također, što treba raditi, ako i na konturu ima nul- 
točaka. Te nul-točke treba isključiti iz područja integracije, — 
najjednostavnije malenim polukruzima, kojih su središta u nul- 
točkama. Integracija preko polukruga znači polovicu cijeloga okreta 
brzine (pozitivno ili negativno). 


8 11. Interpretacija Kroneckerova uvjeta, ako je prostor trodi- 
menzionalan. — U okolišu nul-točke (ishodišta) komponente br- 
zine jesu: 


u=az+by+raz+H.... 


vzar--byb+-eos--.... (1) 
w=azb-by-Hh-es--..., 
D = (a, b, €.) 


Transformirajmo pravokutni koordinatni sustav jednadžbama 


= BV Hus 
= 02 Bay + Ms (2) 
5 = 020 ++ Ba + 1€ 


u bilo kakav drugi sustav. Onda su komponente brzine paralelne 
s novim koordinatnim osima 


w=au +22 
v=bu+pPv++ BW (8) 
W= Yu -b- Tav + sv. 


Supstituiramo li iz (2) u (1), a onda iz (1) u (3), dobivamo 
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v=a,m Hb]... 
v =a bbb... 
w=a,7 babes... 
D=(a, V, c,). 
Kod toga je 
D =(4 PB 1)" D. 


Transformacijom koordinatnoga sustava predznak od D nije se 
promijenio. 6 koeficijenata u (2) možemo po volji odabrati. Oda- 
berimo ih tako, da bude a'h =a, =b,=b,=c=c=0. Ako 
je gibanje potencijalno, bit će novi koordinatni sustav pravokutan, 
jer je kod potencijalnoga gibanja uz izbor pravokutnoga sustava 
o=0,,0=,0=c,. 


Gibanje je zadano jednadžbama 


aa pre m. '— 
w=daatr+..., v=bga-b..., v=os#--... 
D=a, bi e. 


Na koordinatnim se osima tekućina giblje smjerom, koji prolazi 
kroz ishodište. 

1. Ako je D>>0, onda su ili sva tri faktora, iz kojih se sastoji 
D', pozitivna, t. j. tekućina se na svakoj osi udaljuje od nul-točke, 
ii je jedan faktor pozitivan, a dva negativna, t. j. tekućina se na 
jednoj osi udaljuje, a na dvjema približuje nul-točki; nul-točka 
predočena je simbolom | 

IH+-H ili [+—-]. 
2. Ako je D<O, slično; nul-točka predočena je simbolom 
= ++] di [<-— S] 

Kod Laplaceova gibanja nema nul-točaka sa prvim ili četvrtim 
simbolom; ako je D>0, tekućina struji iz prostora jednoplohih 
hiperboloida u prostor dvoplohih; ako je D<0, obrnuto. 

Primjedba. Spomenut ćemo bez dokaza, što znači uvjet D = 0. 
Ne treba da se radi o nul-točki. Ako je taj uvjet u bilo kakvoj 
točki M ispunjen, znači to, da iz te točke izlazi pravac, na kojemu 
je brzina i smjerom i veličinom jednaka u prvoj približnosti brzini 
u M. Ako D tako iščezava, da su svi njegovi subdeterminanti =0, 
onda iz M izlazi ravnina, na kojoj je brzina jednaka brzini u M. 
Ako je napokon svaki element od D jednak 0, onda je u cijelom 
okolišu točke M brzina jednaka. 

R.J. A. 154. | 10 
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S 12. Drugi način interpretacije. — U okolišu nul-točke M oda- 
berimo točke 1, 2, 3, ali tako, da ne leže sve četiri točke u jednoj 
ravnini. Smjerovi M1, M2, M3 neka čine desni koordi- 


natni sustav. Budući da je uvjet D>0 invarijantan, možemo 


< 
ga protegnuti na taj koordinatni sustav. 


Točka 1 ima koordinate dz, 0, 0 


n 2 9 9 0, dy, 0 
n 3 n n 0, 0, dz. 
mapa AF, SF, oF 
U točki 1 ima vektor b, komponente S dz, S. dz, Ze dz 
Fo, %M AF, 
nn 2, » b » KI dy, KI dy, KI dy 
o 9 9 
gbr I n : S £, Ti de, > ds. 


Prenesimo ove vektore kao dužine paralelno u ishodište M. Onda 
ova tri vektora određuju tetraedar, kojemu je volum 


2, 
9 
T= 1 x 


6 | X sin2y. cos#s', 
| : 
| 


akoje s okomito na ravnini Zy, i to tako, dai zy2' čine desni koordinatni 
sustav.! Onda je cos#s' pozitivno. Uvjet D z O prelazi dakle u 


> 
a 


Volum je pak tetraedra pozitivan, ako b,, b,, b, čine desni su- 
stav osi. Ako je dakle D>>0, vektori b,, b, i bg Čine desni 
sustav osi, i obrnuto. Drugim riječima: ako je D —>0, vektor 
b, opisuje čun u istom smislu kao radij vektor M1, i obrnuto. 

Razumije se, da je ova interpretacija u skladu s interpretacijom 
pređašnjega paragrafa. 


1 v. Baltzer: Theorie u. Anw. der Determinanten, 1881. S 15. 4. 
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8 13. Jednostavniji oblik integrala I. — U 8 10. vidjelo se, da 
diferencijal pod znakom integrala 1, ako se radi o ravnini, zavisi 
samo o smjeru vektora F,, Fa, a nipošto o njegovoj veličini. Lako 
se uvjeriti, da je tako i u prostoru. Stavimo stoga 


M= FT, hk=TFf, h,=F, h*+h+f"= ) 


gdje je .F veličina vektora, a f,, fg, fs kosinusi smjera. Onda 
bude (S 9.) 


ar fo oaF af, | 
ho sht+tFsa zhii+tr3 


Ako prvi stupac pomnožimo sa H i odbijemo od drugoga, a 
onda opet prvi stupac pomnožimo sa Pa i odbijemo od trećega, pa 


iz drugoga i trećega stupca tim dobivena izvadimo zajednički 
faktor F, dobivamo 


A4 9%! 

fi By Era 
A=|\f & A 
A Ao A 

8 o Og 


Ako ovdje prvi redak pomnožimo sa f, i k tomu pribrojimo 
drugi redak pomnožen sa fx i treći pomnožen sa f;, dobivamo 
prvi izraz za A u ovom retku 


ul ff) _ 1 fa) 1 Afof). 


> —— 


ho) ff %9,8)" 


drugi i treći izraz dobivaju se sličnim načinom. Slično je 


Prema tomu je 
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fa, [4 &f2,/3) 
=) vao d+ ao) oo 
Ah) od de 
METI ki Ba 


gdje su dc element površine rasmatranoga prostora, 2uv kutovi 
normale s koordinatnim osima. 

Mimogred neka bude spomenuto, da vektor A, B, C pokazuje 
. smjer, u kojemu se treba pomaknuti, da vektor F,, F2, F, ne 
promijeni svoga smjera. Dokaz nije težak. 


S 14. Geometrijsko snačenje israga pod znakom integrala I. - 
Na plohi S. koja omeđuje zadani prostor, uzmimo tri točke vrlo 
blizu. 

Točka M, neka ima koordinate Z, y, # 
m a 4 + da, y + dy, # + de, 
E M, » n Z + 8, y -H3y, z + 82. 


3MM, M, gledajući ga iz vanjske strane plohe S neka je opisan 
u smislu pozitivnom. 


Ako su u točki M, komponente vektora f,, fa, fi, 
onda su u točki M, aki“ vektora 


9 
A+kdeboh Hb db f+žde+., 
u točki M, aš nag 


+fdek h+đf d+. hi + fedaR.. 


Šesterostruki volum tetraedra, što ga čine ova tri vektora, ako 
ih kao dužine prenesemo u istu točku, dan je determinantom, ko- 
jemu su elementi netom napisane komponente tih vektora. Odbi- 
jemo li u tom determinantu prvi redak od drugoga i trećega, i 
pribrojimo li onda drugi stupac pomnožen sa fx i treći pomnožen 
sa fg k prvomu stupcu pomnoženu sa f,, dobivamo 


E pora 2 ide+.. 
6T= |! : — 
fi Šr bh. . S ša. 
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me f | Em 19) (dyša—šyde) + Žle SRO (dede —deda) + 


+3 ist] 


Ako stavimo AM, M, M, = do, onda je 


dyče —dydz =2. do. 0082 
deda — dedg =2.da. cosu 
dx dy — dz dy = 2. da . cosv. 


T= Lo cosA -+. | do. 


Krajnje točke svih vektora fi, fa, fs, ako te vektore prenesemo 
u jednu točku, leže na kugli s polumjerom 1. Ako komadiću da 
površine S odgovara na toj kugli element površine da,, onda je 


8T= +d4.1. 


Dakle je diferencijal pod znakom integrala 7/ jednak elementu 
površine pomoćne kugle. Predznak može biti dvojak, jer volum 
tetraedra može izaći pozitivan ili negativan prema tomu, da li ona 
tri susjedna vektora uzeta redom gore naznačenim čine desni ili 
lijevi sustav osi. 

Za izračunavanje integrala I treba dakle pozna- 
vati samo smjer vektora F,, F4, F,, i to samo na 


plohi S. 


Dakle 


S 15. Isračunavanje integrala I. — 1 se izračunava tako, da se 
samo zbrajaju elementi površine pomoćne kugle. Svakomu ele- 
mentu do zadane plohe S odgovara element pomoćne kugle day. 
Pitanje je, koliko puta svi elementi dsx pokrivaju kuglu (uz obzir 
na predznak). Mnogostruku površinu kugle, što je tvore elementi 
dok, zovimo Sx. Budući da je S zatvorena ploha, treba da je i S 
zatvoreno, a to će reći, da je f cio broj. 

Najjednostavniji je slučaj, da svi elementi ds, iščezavaju. To će 
biti, ako su brzine (vektori) na S svagdje međusobno paralelne, 
ili ako su paralelne s nekom ravninom. Jednostavan je također 
slučaj, da ploha Sy ne pokriva ni jedanput cijelu pomoćnu kuglu 
(i bez obzira na predznak). S» pokriva onda dio kugle parni broj 
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puta, i to toliko puta pozitivnim načinom, koliko puta negativnim. 
Ukupna je površina od S onda 0. To imamo n. pr., ako se ploha 
S (najjednostavnije je da bude svagdje konveksna) nalazi u polju 
izvedenom od jednog izvora, koji se nalazi izvan S. Ako taj izvor 
mislimo u nutarnjosti od S, onda Sx pokriva kuglu 1 puta ili 
uopće lihi broj puta. 

Pojedini se listovi plohe S drže jedan drugoga u crtama ili u 
točkama. — U mnogim primjerima nalaze se na plohi S crte, u 
kojima je smjer brzine svagdje isti. Na ovakove crte treba oso- 
bito paziti, jer im na pomoćnoj kugli odgovaraju samo točke; 
.ovakove točke čine onda prijelaz iz jednoga lista plohe Sy u drugi. 


S 16. Odgovor na jedno pitanje Picardovo. — Picard u spome- 
nutom već djelu veli!: ,Remarquons aussi que I integrale / prend 
une forme toute diff6rente si, au lieu des trois 6quations primitives, 
on forme avec elles une combinaigon linčaire. Par suite, | int&grale 
qui, au signe prčs, ne devrait pas changer, ne se presente pas gous 
une forme invariante. I! semble done que le r6sultat prćeedent, si 
intćressant qu'il soit, appelle encore de nouvelles recherches“. 

Naše razmatranje (s pomoću vektora) omogućuje, da Picardovo 
pitanje razjasnimo i da opasku Picardovu raširimo. 

Stavimo : 

FP=aF+bF,+aF 
FPi=a4F+bF+6F, 
FP =4F+bF+4F,. 


Onda je determinanta transformiranoga vektora 
D=(a4 b, 6) D, 


dakle ili uvijek istoga predznaka, kao determinant D, ili uvijek 
protivnoga predznaka. Komponente danoga i transformiranog vek- 
tora možemo pisati u obliku 


F,= Foost, Fa= Feb, Fe = Fey, 
Fi=Foeosx', Fa= Fob, F, = Foy. 
Fi F' bitno su pozitivni. Po pretpostavci F' na površini nigdje 


ne iščezava. Uzmimo, da ni F' na njoj nigdje ne iščezava, dakle 
da je (a, bg €,) različno od 0. Onda se funkcije 


1 Traitć T. I. p. 127. 
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cosa' = (a, 0052 -+ 0088 -b 6 003y) 7, 
cos P' == (a, cos x -|- bg cos PB -I- €, c08y) A 

F 
cos Y' = (a, c0sa -b- b, cos _i- €, c08 Y) rm 


mijenjaju na površini S svagdje besprekidno sfunkcijama cos 2, 
608 5, £08. Kvadriramo li i zbrojimo sve tri jednadžbe, to izlazi, 


da je ra funkcija od cosa, cos9, cosy. Odatle se vidi, da jed- 


nomu istomu smjeru cos 2, c08B8, cos Y, ako on pripada i različnim 
vrijednostima vektora F' (vrijednostima u različnim točkama od S), 
odgovara uvijek samo jedan smjer _cosa', c03([', cogy'. Svakoj 
točki pomoćne plobe S, do koje nas vodi integral / načinjen 
s vektorom F, odgovara samo jedna točka pomoćne plohe 5', 
do koje nas vodi integral načinjen s vektorom F'; i obrnuto. 
Dvjema točkama plohe Sy, koje su beskrajno blizu, odgovaraju 
dvije točke plohe :9',, koje su beskrajno blizu. Dva elementa, koji 
korespondiraju dog i ds',, imaju uvijek isti predznak ili uvijek 
protivni predznak, što se može opet razmatranjem tetraedara do- 
kazati. Elementi pomoćne plohe S', topološki se istim načinom 
drže jedan drugoga, kao i elementi plohe S,. Ploha S'x jednako 
mnogo puta pokriva kuglu, kao i ploha Sz. Vrijednosti transfor- 
miranoga i danog integrala jednake su, makar da pojedinomu ele- 
mentu ds plohe S ne odgovaraju jednaki elementi dsy i do',. 

Ali linearne relacije ovoga paragrafa sasvim su specijalan slučaj 
srodnosti dvaju vektor-polja, koja vodi do jednakih integrala 1. 
Da možemo općenitije kazati, definirat ćemo ,topološki ekviva- 
lentne“ plohe. To neka budu takove dvije plohe S i S'x, što po- 
krivaju kuglu, koje se mogu besprekidno jedna u drugu deformi- 
rati, a da ih ne treba kod toga prevući preko središta. (N. pr. 
8 plohom S, koja kuglu pokriva na većem dijelu jedanput, a 
na ostalom dijelu tri puta, t. j. koja čini nabor, topološki je ekvi- 
valentna ploha, koja kuglu pokriva samo jedan put, t. j. nema 
nabora). Ako između dva vektor-polja postoji takova srodnost, da 
im odgovaraju topološki ekvivalentne pomoćne plohe 5x, onda su 
integrali I jednaki. 

S 17. Višestruke nul-točke # nul-crte. — Ako se u razmatranom 
prostoru nalaze višestruke nultočke ili nul-crte, treba ova nul- 
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mjesta opkoliti prikladnim malenim zatvorenim plobama S' i tim 
ih iz razmatranoga prostora izlučiti. Integrirati treba onda preko 
zadane međe S i pridodanih međa 5". 

Primjeri: 

Potencijal Laplaceova gibanja neka je 1% P,, (cos9), gdje je P,, 
Legendreov polinom. Oko nul-točke kao središta načinimo kuglu 
s malenim polumjerom. Gibanje je simetrično oko osi 9 =0. U 
oba pola kugle i u n—2 paralele smjer je brzine paralelan s osju. 
Polovi i te paralele rastavljaju kuglu u 2 kapice i n—3 pojasa 
(n>>2). Integrirajući preko jedne ovakove zone pokrivamo po- 
moćnu kuglu plohom Sy jedanput. Kod prijelaza iz jedne zone 
u drugu elementi do, mijenjaju predznak (da bi se to vidjelo, naj- 
zgodnije je kao element ds odabrati malen kvadrat plohe S", što 
ga čine meridijani s paralelama). Ploha Sx pokriva dakle kuglu 
#—1 puta, ali tako, da se brojevi njenih pozitivnih i negativnih 
listova razlikuju najviše za 1. Naša je nul-točka ekvivalentna sa 
0,-H1 ili — 1 običnih pozitivnih nul-točaka. 

S ovakvim ,Legendreovim“ mnogostrukim nul-točkama ekviva- 
lentne su sve onakove mnogostruke nul-točke, za koje ostaje S, 
topološki ekvivalentno. 

Kao primjer nul-crte uzmimo krug. U ravnini njegovoj neka je 
brzina naperena svagdje prema najbližoj točki periferije. U upravnoj 
valjkastoj plohi, koja ide tom kružnicom, neka brzina svagdje ima ' 
smjer, koji natrag produžen siječe kružnicu. Opkolimo nul-kružnicu 
kružnim prstenom, kojemu je os naša kružnica. Spomenuti valjak 
rastavlja površinu prstena u dva dijela, od kojih je svaki omeđen 
dvjema kružnicama, u kojima brzine imadu protivne smjerove. 
Integrirajući preko svakoga ovakovog dijela prstena pokrivamu 
pomoćnu kuglu jedan put; a ako pripazimo na predznak, vidimo, 
da na jednom dijelu prstena dobivamo pozitivne elemente day, a 
na drugom negativne. Naša nul-kružnica ima se dakle brojiti kao 
O nul-točaka. — S njom je ekvivalentna kojagod jednostavna nul- 
crta, koja se dade bez prekida deformirati u kružnicu i koja se 
najposlije bez ,torzije“ (v. S 8.) vraća u se. (Može se vidjeti, da 
ni ,torzija“ ne smeta.) 


S 18. Apsolutns broj nul-točaka. — Picard! se poslužio Kronec- 
kerovim integralom, da nađe pravi broj nul-točaka (rješidbi sustava 
jednadžbi). On nazire u Kroneckerovim resultatima prazninu (,une 


IC. R. CXIII. 
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lacune“), koju misli da je popunio. Bitno je kod njegove metode!, 
da oko zadanoga prostora mora sagraditi prostor, koji ima jednu 
dimenziju više, i onda se integrira preko međe toga pomoćnoga 
prostora. Uz interpretaciju S 11. može se zorno pratiti Picardova 
metoda. Ali Kroneckeržš drži svoje resultate dostatnima i veli o 
razlikovanju nul-točaka s pozitivnim i negativnim D: ,Mais cette 
distinetion, bien loin d' čtre regrettable, me semble plut&t r6vćler 
la vraie nature des choses, cachće jusque-la...“ To izlazi i iz 
našega razmatranja, koje je pokazalo, da vrijednost integrala / 
zavisi samo o smjeru vektora na međi. No dok je zadan samo 
smjer na međi i ništa drugo, određena je doduše tim razlika broja 
pozitivnih i broja negativnih nul-točaka, ali apsolutni broj nul- 
točaka može biti kojigod. 


S 19. Poraba Kroneckerova poučka kod dvodimenzijonalnoga gi- 
banja, kojemu je smjer na međi tangencijalan. — Na crtama, koje 
omeđuju neki dio ravnine, neka brzina ima svagdje smjer tangen- 
cijalan. Ni u kojoj od tih crta neka ne bude brzina ==0. Kronec- 


kerov integral bit će 
1 
I —_ 2: Ja, 


ako je 0 kut, što ga čini tangenta s osju apscisa ($ 9. i 10.). Dok 
razmatrani prostor svagdje samo jedanput pokriva ravninu, nijedan 
njegov kontur ne siječe sam sebe, tako da obišavši jedan kontur 
tangenta načini jedan potpuni okret. Lako vidimo, da je sve jedno, 
u kojem se smislu tekućina giblje duž kontura; predznak promjene 
smjera ne zavisi o tome. No taj predznak zavisi o tom, idemo li 
duž izvanjskoga ili duž kojega nutarnjeg kontura. Treba se naime 
pomicati na svakom konturu u pozitivnom smislu, t. j. tako, da 
razmatrani prostor stoji uvijek na lijevoj strani. Prema tomu treba 
se na nutarnjim konturima pomicati u protivnom smislu negoli na 
izvanjskom. Integracija duž izvanjskoga kontura daje dakle iznos 
>+-1, a integracija duž svakoga unutarnjeg kontura —1. 

Ako je dakle n—1 nutarnjih kontura, t. j. ako je prostor #- 
struko suvisao, izlazi 


I=(+-1)+a—1).E>)=—n+2. 


lov. Traitć d' Analyse T. II. pp. 195—207. 
u. R. CXIII. 
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Ako se tekućina giblje u n-struko suvislom ravnom prostoru, 
tako da je smjer brzine na međi svagdje tangencijalan, a veličina 
njezina različna od 0, onda je u tom prostoru za —n--2 pozi- 
tivnih nul-točaka više negoli negativnih. 

Kod Laplaceova je gibanja —n-f-2 apsolutni broj (negativnih) 
nul-točaka (v. S 10.). Za n=1 nije moguće Laplaceovo gibanje. 
Za n==2 ono nema nul-točke. Za n = 3 ima jednu, itd. 

Pitanje je, da li taj poučak postoji i za prostore, koji više puta 
pokrivaju ravninu. (Kroneckerov poučak vrijedi i za njih, kako 
se možemo uvjeriti, ako takav prostor rastavimo u više prostora, 
od kojih svaki ravninu samo jedanput pokriva.) Pokus na različ- 
nim primjerima, kao n. pr. kod prostora predočena u sl. 4., poka- 


BI. 4. 


zuje, da poučak općenito vrijedi. Sl. 4. predočuje 4-struko suvisli 
prostor sa dva kontura; obilazeći izvanjski kontur činimo 1 pozi- 
tivni okret, obilazeći unutarnji činimo 3 negativna okreta; dakle 
I=+1—3=—2, u skladu s gornjim poučkom. Valjada dakle 
nebi bilo teško dokazati ovaj poučak topologije: 

Pomislimo kakavgod #-struko suvisli ravni prostor, koji može 
ravninu i više puta pokrivati; hoćemo li proći cijelu među ovoga 
prostora, treba da za #—2 više negativnih okreta izvedemo negoli 
pozitivnih. 

S 20. Nustavak; nul-točke na međi. — Kod simbola, koji ozna- 
čuju nul-točke na međi, n. pr. [-- —|, neka se prvi predznak tiče 
one osi nul-točke, koja je tangencijalna. Jasno je, da duž jednoga 
kontura, ako mu je krivost svagdje konačna, ima uvijek t&ki broj 
nul-točaka, i da na njemu naizmjence dolaze jedna za drugom 
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nultočke, kojima simboli imadu različite predznakove na prvom 
mjestu. 

Na izvanjskom konturu n-struko suvisloga dijela ravnine neka 
bude « pozitivnih i $ negativnih nul-točaka. Isključimo ih načinom 
naznačenim u S 10. Obišavši onda taj (promijenjeni) kontur dobi- 
vamo 1 — s b% kao prinos k integralu /. Obišavši u valjanom 
smislu jedan nutarnji kontur dobivamo — 1 — rao gdje je 2, 


broj pozitivnih, #, broj negativnih nul-točaka na tom konturu. Ako 
je A broj pozitivnih nul-točaka, .B broj negativnih na svim kontu- 
rima, dobivamo zbrojidbom 


A B 


Ovo je razlika brojeva pozitivnih i negativnih nul-točaka u nu- 
tarnjosti. Dodamo li k tomu još e t. j. razliku brojeva po- 
zitivnih i negativnih nul-točaka na međi računajući svaku od njih 
5 puta, dobivamo opet kao u S 19. za razliku brojeva nul-točaka 
—n-2. 

I višestruku nul-točku na međi treba brojiti s puta toliko, ko- 


liko puta bi se brojila, da je u nutarnjosti. 

Primjer. Kod Laplaceova gibanja u 3-struko suvislom prostoru 
daje IT=—3+2 = — 1 apsolutni broj nul-točaka. Mogući su 
.ovi slučajevi: 1.) 1 nul-točka u nutarnjosti, sl. 5. a); 2.) 2 nul-točke na 
međi, sl. 5. b) 6); 3.) jedna dvostruka nul-točka na međi, sl. 5. d). 


SI. 5. a) 
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Bl. 5. b) 


SI. 5. 6) 
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S 21. Nastavak; druge osobitosti na međi; primjer is geofisike. 
— Krivost međe neka ne bude svagdje konačna ; na jednom mjestu 
neka međa prelazi u šiljak, koji strši u promatrani prostor. Na 
tom se šiljku struja tekućine rastavlja na dvije struje, koje se pro- 
težu duž obaju dijelova međe, što se u šiljku sastaju; v. sl. 6. 


81. 6. 


Šiljak se eliminira time, da se na među spusti dvostruka tangenta 
NP. Integracija od P preko M do N daje +2 . Šiljak, koji strši 
u tekućinu, ekvivalentan je dakle s negativnom nul-točkom na međi. 

Isto vrijedi za onakova pojedina mjesta na međi, na kojima 
smjer tekućine nije tangencijalan, nego struja izlazi (ili ulazi) iz 
promatranoga prostora. Ovakav otvor na međi bit će ekvivalentan 
s pozitivnom nul-točkom na međi, ako struja odasvud konvergira 
prema otvoru (ili divergira od otvora), a bit će ekvivalentan s ne- 
gativnom nul-točkom na međi, ako je otvor premalen, tako da se 
dio struje mora duž obaju dijelova međe, između kojih je otvor, 
vratiti u promatrani prostor. Otvor, na koji izlazi (ili ulazi) jedan 
dio struje u smjeru tangencijalnom, ne utječe na vrijednost inte- 
grala. 
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U prirodi nam se pruža prilika, da brojimo nul-točke kod raz- 
ličnih razmatranja. (Mogli bismo razmatrati horizontalni smjer 
vjetra, kod čega bi,se barometarska maksima i minima imala bro- 
jiti kao pozitivne nultočke.) Brojit ćemo nultočke kod ponešto 
stalnije pojave morskih struja, n. pr. u Tihom oceanu zimi. Pro- 
matram dotičnu kartu Andreeova zemljovida.! Uzmimo prostor, 
kojemu među označuju Behringova cesta, Kamčatka, Kurili, Japan, 
Filipini, Nova Guineja, Nova Kaledonija, sjevero-ist. Nova Seelan- 
dija, južna polarna struja, pa cijela Amerika. Međa toga prostora 
ima jedan šiljak Aleutske otoke. Ako se ne obazremo na male 
otočiće, možemo ovaj prostor držati jednostavno suvislim prosto- 
rom. U tom prostoru vidi se 6 mjesta, na kojima more miruje. 
Ta su mjesta: u Behringovu moru ; na jugo-istoku Aleutskih otoka ; 
usred onoga dijela Tihoga oceana, koji je nad ekvatorom ; ispod 
Kalifornije; oko Galapagos-otočja; u južnom dijelu Tihoga oceana 
bliže Americi. Ovih 6 mjesta broji kao 6 pozitivnih nul-točaka. 
Na međi imamo 8 negativnih nul-točaka [-h- —] ili [—-P-]: kod 
sjevernoga Japana; kod Filipina; između Filipina i Guineje; kod 
Ekuadora ; kod južnoga Mexika; kod južnoga rta Kalifornije; kod 
otoka kraljice Charlotte; na jugu Aleuta. K tomu još šiljak AleutA 
i mjesto između Nove Kaledonije i Nove Seelandije, gdje dio južne 
ekvatorijalne struje izlazi iz našega razmatranog prostora. Imademo 
onda svega 10 mjesta, koja treba brojiti kao negativne nul-točke 
na međi. Doista je dakle ispunjena relacija I= —n-+-2 = 


=—1+2=+1, jr 6— s =+1 


Na nekoliko mjesta, u kojima struje ulaze (izlaze) tangencijalno 
u razmatrani prostor, nije trebalo uzeti obzir. 


S 22. Gibanje u zatvorenoj plohi. — Pomislimo jednostavno 
suvislu zatvorenu plohu, t. j. plohu, koja se može besprekidno 
deformirati u površinu kugle. U vrlo mnogo točaka pomislimo nacr- 
tane vrlo kratke strjelice, koje znače smjer brzine. 1. Oko točke 
M, koja neka ne bude nul-točka, izrežimo krug s vrlo malenim 
polumjerom. Tim promijenjenu plohu deformirajmo sada u ravninu 
besprekidnim načinom, tako da svakoj točki plohe odgovara jedna 
točka ravnine i obrnuto; beskrajno malomu krugu oko M odgo- 
vara beskrajno veliki krug u ravnini. Kod deformacije prenijele 
su se i strjelice u ravninu, pa je svaka nul-točka nakon deforma- 


1 Andrees Allg. Handatlas 1893. 7. 
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cije ostala nul-točkom iste vrste. Sada treba integraciju izvesti 
preko beskrajno velikoga kruga, t.j. brojiti, koliko puta se smjer 
brzine okrene, ako jedan put obiđemo taj krug u pozitivnom smislu. 
Ako obiđemo beskrajno mali krug u nedeformiranoj plohi, smjer 
se brzine nije ni jedanput okrenuo; na beskrajno velikom krugu 
deformirane plohe smjer se brzine kod jednoga ophoda okrene 2 
puta pozitivno. O tom se možemo uvjeriti, ako načinimo model iz 
više papirnatih pruga, koje se sastaju u dvije točke A i M, tako“ 
da markiraju našu zatvorenu plohu. U okolišu točke M-nacrtajmo 
na svakoj pruzi smjer brzine, dakle paralelne smjerove. Onda uklo- 
nimo svezu u M, tako da se pruge drže samo još u točki A, pa 
rasprostrimo sve pruge u ravninu. Onda se vide ona dva potpuna 
okreta. 

Na jednostavno suvisloj zatvorenoj plohi imademo pozitivnih 
nul-točaka za 2 više negoli negativnih. 

Kontrole radi mogli bismo za točku M odabrati pozitivnu nul- 
točku. Onda obilazeći jedanput oko beskrajno maloga kruga br- 
zina načini jedan okret; model pokazuje, da obilaženje oko bes- 
krajno velikoga kruga daje samo jedan, i to pozitivni okret. To 
je trebalo očekivati, jer se jedna pozitivna nul-točka nalazi izvan 
područja, oko kojega smo integrirali. 

Slično pokazuje model opet u skladu s pređašnjim: ako se u M 
nalazi negativna nul-točka, kod obilaženja duž beskrajno velikoga 
kruga ravnine smjer se brzine 3 puta u pozitivnom smislu okrene. 

2. Do istoga se resultata dolazi ovim postupkom. Deformirajmo 
zadanu plohu, tako da bude sve više sploštena, dok se najposlije 
sasvim ne stlači, tako da dva puta pokriva omeđeni dio ravnine. 
Tim se ploha raspala u gornji i donji dio. Uvijek možemo stvar 
tako udesiti, da međašnja crta ne sadržava nijedne nul-točke. Kako 
se duž međašnje crte ploha prelomila, i to zakretom, koji se svagdje 
zbio oko tangente konstruirane na tu međašnju crtu, to će brzina 
u točki pri međi u gornjem i donjem dijelu plohe imati uopće 
različite smjerove. Ti smjerovi čine s tangentom jednake kutove. 
Ako u gornjoj plohi brzina ima smjer prema međi, onda ima ispod 
toga mjesta u donjoj plohi smjer od međe. Smjerovi se dakle u 
gornjoj i donjoj plohi pri međi podudaraju samo onda, kad brzina 
ima smjer tangente. 

Hoćemo li sada saznati razliku brojeva nul-točaka jedne i druge 
vrste, treba integrirati (brojiti okrete smjerova) preko međašnje 
crte držeći je najprije međom gornje, a onda međom donje plohe“ 
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Zbroj dobivenih integrala 1, -- 1, tražena je razlika. No kakavgod 
primjer izmislimo, uvijek izlazi 


L+1L =2. 


«t 


IS 


Q9 

N. pr. u slici 7., gdje je donja ploha ispod gornje bez kretanja 
odmaknuta nafdesno, tako da točke jednakim brojkama označene 
imadu doći jedna pod drugu, jest 1, =0, 4, =2. 
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Da je resultat općenito valjan, izlazi odatle, što je u skladu 
s resultatom dobivenim kod prvoga postupka. 

Uzmimo sada višestruko suvislu zatvorenu plohu, koja se može 
deformirati u kuglu sa n držaka. Radeći slično, kao malo prije, 
možemo ovu plohu deformirati u plohu, koja dva puta pokriva 
omeđeni dio ravnine, koji ima m otvora. Preko svake međašnje 
crte integrirajmo dva puta: jedan put u gornjoj, drugi put u do- 
njoj plohi. Integracijom preko izvanjskoga kontura dobivamo 
L+l=2; integracijom preko svakoga unutarnjega kontura 
L+1l=—2. Zbroj je ovih integrala 


I=—2(n—l). 


Za # =0 izlazi naš pređašnji resultat 7 =. 

Za n=1, kao n. pr. kod površine prstena, / =0. 

Plohe suvisle poput prstena jedine su zatvorene plohe, koje 
mogu biti bez nul-točaka. 


823. Primjer is geofizike. — Gau 88 je magnetičke polove ze- 

maljske definirao kao točke, u kojima je horizontalni intenzitet 
= 0. Projicirajmo silu magnetičku svagdje u površinu zemaljsku 
(u plohu niveaua sile gravitacije). U toj jednostavno suvisloj plohi 
dobivamo vektor-polje, koje ima pozitivnih nul-točaka za dvije više 
negoli negativnih. Broj je polova dakle svakako paran. I ako se 
osim poznatih dvaju glavnih magnetičkih zemaljskih polova — 
.koji su pozitivne nultočke — nuđe zbog lokalnih anomalija još 
koja nul-točka horizontalnoga intenziteta, kao što se našlo u Kurskoj 
guberniji, onda tih slučajnih polova ima jednako mnogo pozitivnih 
kao i negativnih. 

Pogledamo li kartu sa crtama jednakoga potencijala polja dnevne 
varijacije zemaljskoga magnetizma (t. j. magnetičkoga polja, koje 
se superponirano trajnomu magnetičkom polju za 24 sata jedanput 
oko zemlje okrene), kako ju je sastavio Fritsche!, vidimo, da 
ima na njoj 6 polova (a ne — kako Nippoldt veli — 4), naime 
3 sjeverna i 3 južna pola, i to od svake vrste po dva pozitivna i 
jedan negativni. Crte jednakoga potencijala u susjedstvu pozitivnih 
polova zatvorene su krivulje, koje opkoljuju te polove, a negativni 
su polovi dvotočke crta jednakoga potencijala, koje imadu oblik 
nepravilnih osmica. 


i v. Nippoldta: Erdmagnetismus, Erdstrom u. Polarlieht p. 64. 
R.J. A. 154. ll 
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8 24. Brzina na međi nije nigdje tangencijalna. — Ako na me- 
đama ravnoga prostora brzina nije nigdje tangencijalna i ako na 
međama nema nul-točaka, onda je duž jednoga istog kontura smjer 
brzine svagdje na istu stranu (van ili unutra) prostora naperen. 
Ako obiđemo izvanjski kontur razmatranoga prostora, smjer brzine 
načini 1 pozitivni okret; ako obiđemo jedan nutarnji kontur, smjer 
brzine načini negativni okret. (Sl. 8.; velike strjelice pokazuju 
smjer integracije.) 


Sl. 8. 


Na taj slučaj dolazimo, ako imamo u ravnini n atraktivnih i 
repulzivnih točaka, kojih se sile vladaju po zakonu logaritmičkoga 
potencijala, a ukupna im je masa različna od 0. Uz posljednju 
pretpostavku bit će na periferiji vrlo velikoga kruga, koji obuhvata 
sve tvarne točke, sila svagdje na istu stranu naperena. Opkolimo 
još svaku tvarnu točku vrlo malenim krugom. Onda integrirajmo. 
Izlazi / == — n -- 1 kao apsolutni broj nul-točaka (jer je gibanje 
Laplaceovo). 

Kod toga možemo misliti, da se u neizmjernosti nalazi atrak- 
tivna (ili repulzivna) točka. Ako se ta točka iz neizmjernosti po- 
makne u konačnost, broj nul-točaka nije se promijenio. (Pobliže se 
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to vidi, ako se ravnina savine u površinu kugle.) Onda imademo 
n +1 točaka, kojih je ukupna masa = 0. 

Što se tiče slične zadaće trodimenzionalne, počnimo s kuglom. 
Na površini njezinoj neka ima brzina svagdje smjer polumjera 
(bilo svagdje van, bilo svagdje unutra). Ploha Sk onda jedanput 
(bilo + 1, bilo — 1) pokriva pomoćnu kuglu. Besprekidnom defor- 
macijom može se sada zadana kugla pretvoriti u kakvugod jedno- 
stavno suvislu zatvorenu plohu, gdje su opet na površini brzine 
sve van ili sve unutra naperene. Sk prelazi u topološki ekvivalentnu 
plohu. Integral I zadržava svoju vrijednost. 


Uzmimo zatim dvostruko suvisli prostor poput prstena. Bespre- 
kidnom deformacijom možemo ga pretvoriti u kružni prsten, a 
smjerove brzini u površini možemo besprekidno tako zakrenuti, 
da prodaljeni prolaze kroz os (kružnicu) prstena i da leže u rav- 
ninama meridijana. Površina se prstena kao u primjeru $ 17. ras- 
pada u dva dijela. Dio integrala 7 uzet preko izvanjskoga dijela 
prstena jest +1, dio integrala uzet preko nutarnjega dijela daje 
F1. (Gornji predznak vrijedi, ako tekućina ide svagdje iz prstena 
van.) Prema tomu / = 0. 

Trostruko suvisli prostor, koji je opkoljen plohom, koja ima dva 
drška, možemo besprekidno deformirati u dva kružna prstena, koji 
su se postrance srasli. Čitava se ploha raspada u dva nutarnja dijela 
obaju prstena i u jedan izvanjski dio, koji sve opkoljuje (i koji je 
zgodno uzeti svagdje konveksnim). Integral bit će 


Iz=r2+1="T1. Itd. 


U kakvomgod n-struko suvislom prostoru, kojemu se površina 
može pretvoriti u kuglu sa n držaka i kod kojega na površini 
brzina ima svagdje smjer iz prostora van ili obrnuto, imade za 


F (n—2) 


pozitivnih nul-točaka više negoli negativnih. 


Sličnim načinom, kao u ravnini, možemo naći 7, ako imademo 
Laplaceovo (Newtonovo) polje sila, koje potječe od atraktivnih i 
repulzivnih točaka. Treba opkoliti svaku tvarnu točku vrlo male- 
nom kuglom i načiniti kuglu s vrlo velikim polumjerom, itd. Kod 
integracije preko tih međa treba paziti, da ostanemo uvijek na 
pozitivnoj (izvanjskoj) strani, dakle kod velike kugle na konveksnoj 

# 


164 8. HONDL, (33) 


strani, a kod malih kugala na konkavnim stranama. Ako je x 
atraktivnih, 5 repulzivnih točaka, izlazi 


1) —1 
I=2—34+! 2) +1 
3) 0, 


gdje treći pribrojnik treba odabrati prema tomu, da li je ukupna 
masa atraktivnih točaka 1.) veća ili 2.) manja ili 3 ) jednaka ukupnoj 
masi repulzivnih točaka. 

Kad bismo htjeli čisto matematičkim načinom pronaći integral 
I, bilo bi već u ovom razmjerno jednostavnom slučaju dosta posla. 


S 25. Trodimensionalno gibanje, kojemu je smjer na međi tan- 
gencijalan. — Uzmimo prostor omeđen besprekidno zakrivljenom 
površinom, koja se da deformirati u kuglu s dršcima. Na površini 
neka ne leže i neka se ne svršuju nul-erte. Ako je smjer brzine 
na površini svagdje tangencijalan, onda tamo uopće mora biti nul- 
točaka (v. & 22.). Pitanje je, što vrijedi za broj nul-točaka u nu- 
tarnjosti. 

Oko svake nul-točke na površini opisat ćemo kuglu s vrlo ma- 
lenim polumjerom. Svaka će ovakova kugla iz površine S izrezati 
malen krug, tako da ostaje samo ploha S,, a iz razmatranoga će 
prostora izrezati polukuglu. Razmatrajmo ostali prostor. On je omeđen 
plohom S, i s toliko malih polukugala, koliko je na prvobitnoj 
međi bilo nul-točaka. Sada treba naći, koliko puta pokriva ploha 
Sk pomoćnu kuglu. Na svakom rubu plohe S,, t. j. na svakom 
prijelazu plohe S, u polukuglu, sve brzine leže u istoj ravnini. 
dakle točke od Sk, koje odgovaraju ovakovomu rubu, leže na naj- 
većem krugu pomoćne kugle. Dio od Sk, koji odgovara međašnjoj 
polukugli, jest polukugla, koju treba uzeti pozitivno, ako je me- 
đašnja nul-točka, koja je na tom mjestu izlučena, bila negativna, 
i obrnuto. Plohi S, odgovara dakle dio plohe Sk — zovimo ga 
Sky —, koji može vrlo zamršenim načinom pokrivati pomoćnu 
kuglu, a ima toliko otvora — u obliku najvećih krugova —, ko- 
liko ima međašnjih nul-točaka. Ako na svaki otvor metnemo još 
polukuglu, ploha Sk, zatvara se i biva Sk. | 

Sva je teškoća u tom, da se nađe, koliko puta ploha Sk, po- 
kriva pomoćnu kuglu. 

Prije svega treba spomenuti, kakav predznak imadu elementi 
dsk u površini S, blizu ruba. Na konveksnoj je površini, ako je 
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simbol izlučene nultočke [-h--t-), dok pozitivno, a negativno, ako 
je simbol [—>—]. Obrnuto je na konkavnoj površini. Na rubu od 
S, oko nul-točke [-h- —] dak može imati stalan predznak, samo 
ako je površina zakrivljena poput sedla, i to pozitivan ili nega- 
tivan predznak prema tomu, u kojoj glavnoj normalnoj ravnini 
tekućina otječe od nul-točke, a u kojoj pritječe. 

Razmatrat ćemo najjednostavnije slučajeve. Iz njih se bespre- 
 kidnom deformacijom dadu izvesti i najzamršeniji. 

Počnimo s kuglom. Njezina površina ima u najjednostavnijem 
slučaju dvije pozitivne nultočke. Nije se teško uvjeriti, da u naj- 
jednostavnijim slučajevima, što ih možemo izmisliti, površina S%, 
pokriva pomoćnu kuglu O puta, kakvigod bili simboli dviju nul- 
točaka na međi. 

Najjednostavniji je slučaj gibanja u dvostruko suvislom  pro- 
storu gibanje u rotacionom prstenu, kod kojega na površini nema 
nul-točaka, a tekućina se giblje svagdje paralelno s jednom ravni- 
nom. Čitava ploha Sk degenerira ovdje u vrlo usku cijev, koja 
duž najvećega kruga pokriva pomoćnu kuglu. 

Kod gibanja u trostruko suvislom prostoru imademo u površini 
bar dvije negativne nul-točke. Prostor neka je nastao time, da su 
se dva prstena postrance srasla tako, da imamo tri međusobno 
okomite ravnine simetrije. Najjednostavnija je vrsta gibanja ta, da 
se smjer brzine nigdje znatno ne udaljuje od jedne ravnine izu- 
zevši okoliš obiju nul-točaka; ove neka stoje u mjestima, gdje je 
površina zakrivljena poput sedla. Ovo možemo predočiti slikom 5c), 
ako je shvatimo kao prorez (sa jednom ravninom simetrije) trodi- 
menzionalnoga gibanja. Površina Sk, nigdje se znatno ne udaljuje 
od najvećega kruga izuzevši točke, koje odgovaraju okolišu nul- 
točaka. Ona se na dva mjesta raširuje i svršuje sa dva najveća 
kruga. Oba ova nastavka, koji se udaljuju od najvećega kruga, 
zbog simetrije sasvim su jednaki, a predznaci su im prema onome, 
što smo rekli o nul-točki [-|- —] na sedlastoj plohi, protivni. Povr- 
šina Sk, i opet dakle 0 puta pokriva pomoćnu kuglu. 

Ovako bismo mogli prijeći k prostoru, što ga čine 3 sraslačpr- 
stena, koji ima 4 negativne nul-točke itd. 

Imademo li na površini osim ovih nužnih nul-točaka još jedan 
ili više parova drugih (svaki se par sastoji iz jedne pozitivne i 
jedne negativne), to možemo onaj dio površine S, u koji hoćemo 
da metnemo par nul-točaka, deformacijom učiniti ravnim i na tom 
ravnom dijelu površine S paralelnu struju tekućine lokalno pro- | 
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mijeniti, tako da tamo budu dvije nultočke (v. sl. 9.). Stvar iz- 
lazi na to, da se u površinu Sk načini zarez duž luka najvećega 
kruga; a na taj se zarez nadovezuje sada nastavak, koji može 
vrlo zamršenim načinom pokrivati pomoćnu kuglu, a svršuje se sa 
dva najveća kruga; no sav taj nastavak zajedno sa svojim rubo- 
vima nalazi se u jednoj istoj ravnini, dakle pokriva pomoćnu 
kuglu 0 puta. 


+. —> —> e 
N Q M, Mens 
—— e ds. doo 
Sl 9 


Površina Sk, pokriva dakle u svakom slučaju O puta pomoćnu 
kuglu. Ako sada trodimenzionalno gibanje u razmatranom prostoru 
imade na plohi S 2 pozitivnih, B negativnih nul-točaka, imademo 
integrirati samo preko 2 —- polukugala, koje opkoljuju međašnje 
nul-točke. Izlazi , 

ć : 2 2 
dag ki 


kao razlika brojeva pozitivnih i negativnih nul-točaka sadržanih u 
nutarnjosti razmatranoga prostora. Ako uzmemo u obzir i nul-točke 


na površini i brojimo svaku od njih : puta, izlazi 
1:-0. 


Ako se tekućina na površini nekoga prostora giblje svagdje 
tangencijalno, ima u tom prostoru jednako mnogo pozitivnih i ne- 
gativnih nul-točaka; kod toga se pretpostavlja, da se nul-točka na 


ion Zaj ' l od 
površini drži ekvivalentnom sa KI nul-točke u nutarnjosti. 
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Jasno je, da to vrijedi i onda, ako razmatrani prostor nije aperi- 
fraktičan! ili — u drugoj terminologiji — ako mu broj suvislosti 
treće vrste (prostorne suvislosti) nije 12. 

8 26. Minima Laplaceova gibanja. — Poznato je, da kod La- 
placeova gibanja brzina samo na međi može imati maksimum. 
Minimum može imati i u nutarnjosti, ali taj minimum može biti 
samo 0. (Na to se zaboravlja, tako dan. pr. Lam b# doslovce veli: 
»... the velocity may be a minimum at some point of the fluid. 
The simplest case is that of a zero velocity ; . . .“). 

Neka bude u točki M minimum brzine v. Možemo pomisliti, da 
je gibanje sastavljeno od dva gibanja: 1. od gibanja, kod kojega 
se tekućina giblje poput krutoga tijela sa brzinom v, 2. od gibanja, 
koje ima u točki M nulstočku. U okolišu te nul-točke 2. gibanja 
ne smije nigdje smjer brzine sa smjerom brzine v 1. gibanja činiti 
kut veći od 90% inače bismo superpozicijom ovih brzina dobili 
brzinu manju od v. Ovakove nul-točke, kod kojih u okolišu jedna 
komponenta brzine zadržava svagdje isti predznak, uopće su mo- 
guće (pa i kod potencijalnoga gibanja i kod solenoidalnoga), ali 
nijesu moguće kod Laplaceova gibanja. 

Ovo ćemo ovako dokazati. 

Budući da je gibanje solenoidalno, tekućina mora oko nul-točke 
obilaziti tako, da svakako ima crtA struje, koje su prema nul-točki 
konkavne. (T. j. projekcija nul-točke na ravninu krivosti crte struje 
leži na istoj strani crte struje, na kojoj leži središte krivosti.) No 
ovakovo gibanje ne može biti potencijalno, kako izlazi iz po- 
učka 8& 27. 


S 27. Neko svojstvo potencijalnoga gibanja. — U točki blizu 
crte struje brzina je veća negoli u crti struje, ako se točka na- 
lazi na konkavnoj strani crte struje, a manja, ako se nalazi na 
konveksnoj strani. 

Odaberimo u osi 2 točku M s koordinatama (2, 0, 0); crta 
struje neka ima smjer osi €. Brzina u točki M ima onda kompo- 
nente #, 0, 0. Brzina u točki M' (x +- dz, 0, 0) ima komponente 


9% dw 


u 
"+ dz, pva dz, va dz. 


! Maxwell: Electricity aud Magnetism 18. 22.; v. Lamb: Hydro- 
dynamics 1895. p. 43. 

2 y. Pascal-Bchepp: Repert. d. hčh. Math. II. p. 562. 

3 Lord-Kelvin, Phil. Mag. 1850. — v. Lamb: Hydr. p. 42. 
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Ako uzmemo ravninu zy za ravninu krivosti crte struje, imamo 


dw 
9x 


Brzina u točki N (g, dy, de) ima komponente | 


du 4 Av Av dw %w 
Ku E 3, #2 Ar de, PALE 37 2, 


ali budući da je gibanje potencijalno t. j. 


uo _ ud 
8% 4% ' 


može se prva komponenta pisati i ovako 


ov 
u -h- dr dy. 
Prema tomu je u točki N kvadrat brzine 
u —i- 2u . dy + članovi višega reda. 


Dakle je brzina u N veća ili manja negoli u M, ako je 


ČU 
a, 9 
veće ili manje od 0. Tim je gornji poučak dokazan. 


S 28. Dodatak. — Da su A, 8B, C (8 9.) doista komponente 
vektora — zovimo ga A —, ako su F,, F,, F, komponente dru- 
goga vektora F, o tom se možemo uvjeriti, ako transformiramo 
koordinatni sustav: prve veličine kongredijentne su sa drugima. 


Komponente vektora A sagrađene su iz komponenata vektora F 
i njihovih prvih derivacija. Osobito je, da u njihovim izrazima 
dolaze produkti derivacija. Time vektor A ide u red rjeđih vek- 
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tora. Burkhardt! je s pomoću teorije invarijanata općeno istraživao 
vektore, ali samo takove, kojima su komponente racionalne cijele 
funkcije komponenata danih vektora i njihovih derivacija, a ne 
sadržavaju derivacija u višoj dimenziji nego li prvoj." On poka- 
zuje, da se svi ovakovi vektori mogu dobiti sa D vrsta operacija. 
Dostaju li te operacije, da se iz vektora IF dobije A? : 

Izvede li se na vektoru F operacija (Av)“, reproducira se taj 
vektor skalarnim faktorom. Napose ako uzmemo jedinični vektor 
£, što pripada vektoru F, imamo (Av)t = 0. 

Vektor A svagdje je solenoidalan izuzevši nul-točke vektora F, 
gdje A ima izvore s izdašnošću +1. Jednadžba & 9. nije dakle 
drugo nego specijalni slučaj Gaussova poučka, prema kojemu je 
ukupni tok struje kroz neku zatvorenu plohu jednak 4r-strukomu 
zbroju izdašnosti svih izvora, koji se nalaze u prostoru, što je tom 
plohom omeđen. 

To nas upućuje, da bi se od Kroneckerova resultata moglo na- 
predovati u ovom smjeru. Zadan je kakavgod svagdje regularni 
vektor; treba njime konstruirati vektor, koji je svagdje solenoi- 
dalan, samo u nul-točkama zadanoga vektora ima izvore s izdaš- 
nošću -H1. Onda bi bila riješena zadaća o apsolutnom broju nul- 
točaka. 


1 Mathem. Ann. 1893. : 

* Maja je netočnost u referatu Abrahamovu u Encycl. d. m. Wiss. 
IV. 14. 

8 U kojem smjeru Appel! (C. R. 1908.) nastavlja Burkhardtova 
istraživanja (v. Wied. Beibl. 1903.), nije mi poznato, jer su C. R. 19083. 
ovdje još nepristupne. 

tv. n. pr. Bucherer: Elemente der Vektor-Analysis 1903. 


Sur les lieux, dans lesquels la vitesse d' un fluide 
est Z6r0. 


Resume. 


Dans la premičre partie de ma dissertation je traite le mouve- 
ment dans les environs des lieux (pointa, lignes, surfaces), dans 
lesquels la vitesse est z6ro. Je considere surtout les mouvements, 
pour lesquels existe un potentiel des vitesses, et les mouvements, 
qui n'ont pas des sources. 

Dans la deuxičme partie j'applique en divers cas le thćorčme 
de Kronecker relatif au nombre des racines communes d'un sy- 
stdme des 6quations, contenues dans une domaine. A cauge de cela 
e regar de les c6tćs gauches des 6quations comme ć6tant les compo- 
nentes d'une vitesse. On peut alors interprćter le thćoreme de 
Kronecker dans la cinćmatique. Ainsi il m'est possible de rćpondre 
š une question posć par M. Picard (Trait6 d' Analyse 1891. T. I. 
p. 121.) Avec cette interprćtation le thćor&čme de Kronecker s'ap- 
plique d'une maničre bien simple. Dans Fapplication on voit aussi 
je role de ce thćorčme pour la topologie. 
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Prijegled sadržaja. 


Uvod. 


. Dimenzije nul-mjesta Laplaceova gibanja. 
. Dokaz s pomoću Laplaceove jednadžbe. 


Dokaz a pomoću teorema cirkulacije. 


. Laplaceovo gibanje u okolišu nul-točke. 

. Veličina gibanja u okolišu nul-točke. 

. Nul-crta potencijalnoga gibanja. 

. Nul-crta Laplaceova gibanja. 

. Kroneckerov poučak. 

. Kinematička interpretacija, ako je prostor dvodimenzionalan. 

. Interpretacija Kroneckerova uvjeta, ako je prostor trodimen- 


zionalan. 


. Drugi način interpretacije. 

. Jednostavniji oblik integrala /. 

. Geometrijsko značenje izraza pod znakom integrala /. 

. Izračunavanje integrala ]. 

. Odgovor na jedno pitanje Picardovo. 

. Višestroke nul-točke i nul-crte. 

. Apsolutni broj nul-točaka. 

. Poraba Kroneckerova poučka kod dvodimenzionalnoga gibanja, 


kojemu je smjer na međi tangencijalan. 


. Nastavak; nul-točke na međi. 

. Nastavak; druge osobitosti na međi; primjer iz geofizike. 

. Gibanje u zatvorenoj plohi. 

. Primjer iz geofizike. 

. Brzina na međi nije nigdje tangencijalna. 

. Trodimenzionalno gibanje, kojemu je smjer na međi tangen- 


cijalan. 


. Minima Laplaceova gibanja. 
. Neko svojstvo potencijalnoga gibanja. 
. Dodatak. 


